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内 ox 简 介 

本 书 介绍 线性 算 子 及 其 谱 的 基本 概念 ， 无 界 对 称 算 子 、. 太 对称 算 子 
和 C- 对 称 算 子 的 扩张 理论 ; 主要 讨论 儿 类 特殊 算 子 (有 界 对 称 算 子 .有 界 
EXAT, AH C- 对 称 算 子 、Hiibert-Schmidt 型 算 子 、 无 界 自 伴 算 子 、 
无 界 正常 算 子 、 无 界 C- 自 伴 算 子 ) 的 谱 理论 及 其 在 相关 摄 动 下 的 谱 分 析 ; 
重点 将 上 述 相 关 的 理论 具体 应 用 到 微分 方程 边 值 问题 形成 的 微分 算 子 
理论 , 特别 地 , 关于 自 伴 、 非 自 伴 微分 算 子 的 谱 理 论 和 谱 分 析 ， 有 效 地 解 
决 了 相应 的 微分 方程 边 值 问题 . 

本 书 适合 于 基础 数学 、 应 用 数学 以 及 相关 专业 的 理工 科研 究 生 阅读 ， 
可 供 专门 从 事 泛 丽 分 析 、 线 性 算 子 谱 理论 、 微 分 算 子 理论 研究 的 数学 研 
究 人 员 使 用 也 可 供 微 分 方程 、 非 线性 科学 和 量子 力学 等 领域 的 科研 及 
教学 人 员 参 考 . 
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线性 算 子 的 谱 理论 , 是 算 子 理论 的 主要 组 成 部 分 , 是 泛 函 分 析 的 重要 研究 内 容 ， 
也 是 现代 数学 的 基础 理论 . Hilbert 空间 中 关于 有 界 对 称 算 子 和 无 界 自 伴 〈 自 共 斩 ) 
算 子 的 理论 已 有 完备 的 理论 体系 , 将 这 些 理论 应 用 到 其 他 数学 分 支 , 如 微分 方程 、 
积分 方程 等 理论 中 , 很 好 地 解决 了 现代 数学 中 的 许多 重要 问题 . 利用 线性 算 子 的 理 
论 研究 上 述 问 题 , 即 产生 了 微分 算 子 和 积分 算 子 . 数学 物理 和 现代 科技 中 的 许多 问 
题 最 终 都 归结 为 确定 的 微分 算 子 和 积分 算 子 的 特征 值 、 特 征 函 数 及 其 相关 函数 的 
完备 性 , 以 及 将 任意 函数 按 特征 函数 及 其 相关 的 函数 展开 成 级 数 (或 积分 ) 的 问题 . 
特别 地 , 人 们 发 现 微分 算 子 谱 分 析 是 解决 许多 量子 力学 问题 的 基本 数学 工具 , 微分 
算 子 理论 已 成 为 量子 力学 的 数学 支柱 , 所 以 , 微分 算 子 理论 一 百 多 年 来 一 直 为 人 们 
所 关注 . 

对 于 线性 对 称 微分 算式 及 其 自 伴 边 条 件 所 生成 的 自 伴 微分 算 子 , 利用 完备 的 自 
伴 算 子 理论 , 可 以 定性 地 得 到 微分 算 子 的 谱 分 析 . 由 于 微分 算 子 的 谱 与 其 系数 和 边 
条 件 有 着 密切 的 联系 , 所 以 , 定量 分 析 微 分 算 子 的 谱 需 要 结合 具体 的 分 析 方法 . 在 
应 用 物理 和 工程 力学 中 , 我 们 也 经 常 碰 到 一 些 非 对 称 或 非 自 伴 问题 , 如 在 非 自 伴 边 
条 件 下 的 对 称 微 分 算式 , 以 及 在 线性 边 条 件 下 的 非 对 称 微分 算式 等 所 生成 的 微分 算 
子 . 对 这 些 问题 的 定性 定量 分 析 , 不 再 有 类 似 自 伴 算 子 那样 完善 的 理论 体系 , 需要 
EFA (BH) 算 子 的 谱 理论 作为 其 理论 基础 . 著名 数学 家 Naimark 认为 只 
有 有 效 地 运用 泛 函 分 析 的 观点 和 方法 , 才 有 可 能 深刻 地 了 解 微分 算 子 理论 并 获得 最 
一 般 的 结果 . 由 于 非 对 称 和 非 自 伴 问题 范围 大 且 形 式 多 种 多 样 , 所 以 只 能 利用 已 有 
的 算 子 理论 , 并 结合 分 析 方 法 来 研究 相对 应 的 微分 算 子 的 谱 及 其 相关 理论 . 

本 书 介 绍 线性 算 子 及 其 谱 的 基本 概念 , 无 界 对 称 算 子 、J- 对 称 算 子 和 C- 对 称 算 
子 的 扩张 理论 ; 主要 讨论 几 类 特殊 算 子 (有 界 对 称 算 子 、 有 界 正常 算 子 、 有 界 C- 对 
称 算 子 、Hilbert-Schmidt 算 子 、 无 界 自 伴 算 子 、 无 界 正常 算 子 、 无 界 C- 自 伴 算 子 ) 
的 谱 理 论 及 其 在 相关 摄 动 下 的 谱 分 析 ; 重点 将 上 述 相 关 的 理论 具体 应 用 到 微分 方程 
边 值 问题 形成 的 微分 算 子 理论 , 特别 地 , 关于 自 伴 、 非 自 伴 微分 算 子 的 谱 理 论 和 谱 
分 析 , 有 效 地 解决 了 相应 的 微分 方程 边 值 问题 . 

本 书 的 主要 结构 : 第 1 章 介绍 线性 算 子 及 其 谱 的 基本 概念 , 并 给 出 线性 算 子 谱 
的 几 种 划分 及 其 相互 之 间 的 关系 ; 第 2 章 介绍 有 界 对 称 算 子 、 正 常 算 子 、 无 界 自 伴 
算 子 和 无 界 正常 算 子 的 谱 分 解 定理 及 其 谱 理 论 ; 第 3 章 介绍 无 界 对 称 算 子 的 扩张 
理论 及 其 谱 的 变化 , 以 及 自 伴 算 子 在 相关 摄 动 下 的 谱 理论 , 给 出 这 些 理论 在 对 称 微 


d 前 言 


分 算 子 扩张 理论 中 的 具体 应 用 ; 第 4 章 介 绍 有 界 C- 对 称 算 子 和 无 界 C- 自 伴 算 子 谱 
理论 及 其 应 用 ; 第 5 章 介 绍 无 界 C- 对 称 算 子 的 扩张 理论 及 其 谱 的 变化 , 以 及 这 些 
理论 在 J- 对 称 微 分 算 子 的 扩张 理论 和 . 广 自 伴 微分 算 子 谱 理论 中 的 应 用 ; 第 6 章 介 
绍 两 类 非 自 伴 算 子 Hilbert-Schmidt 算 子 和 自 伴 算 子 加 相关 摄 动 所 生成 算 子 的 
谱 理 论 及 其 在 微分 算 子 理论 中 的 应 用 ; 第 7 章 利用 第 4~6 章 中 非 自 伴 算 子 的 理论 ， 
结合 分 析 方 法 有 效 地 解决 了 二 阶 非 自 伴 微分 算 子 谱 的 定性 和 定量 分 析 . 

本 书 是 作者 在 为 研究 生 开设 算 子 理论 及 其 在 微分 算 子 中 的 应 用 课程 的 基础 上 ， 
结合 内 蒙古 大 学 微分 算 子 讨论 班 成 员 和 作者 多 年 来 从 事 微分 算 子 理论 研究 的 最 新 
研究 成 果 而 形成 的 . 阅读 本 书 需要 有 泛 函 分 析 和 和 常 微 分 算 子 理论 的 基础 知识 . 

作者 在 写作 过 程 中 得 到 了 研究 生 在 文字 录入 和 校对 方面 的 帮助 , HAST E 
庆 学 院 微分 算 子 讨论 班 全 体 成 员 的 帮助 , 在 此 表示 诚挚 的 谢意 ! 本 书 的 出 版 得 到 了 
国家 自然 科学 基金 项 目 (项 目 编号 : 11171295) 和 广东 省 自然 科学 基金 项 目 (项 目 编 
号 : 9251064101000015) 的 资助 , 作者 在 此 表示 深 深 的 谢意 ! 由 于 作者 的 学 识 与 能 力 
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第 1 章 ”线性 算 子 及 其 谱 


线性 算 子 和 线性 泛 函 是 线性 空间 之 间 的 映射 , 是 泛 函 分 析 研 究 的 主要 对 象 . 本 
书 主要 研究 几 种 类 型 特殊 无 界线 性 算 子 的 扩张 及 其 谱 分 解 . 读者 学 习 本 书 之 前 必 
须 掌 握 线 性 空间 、 线性 拓扑 空间 、 线性 赋 范 空间 、Banach 空间 、 内 积 空间 和 Hilbert 
空间 的 相关 知识 及 其 基本 性 质 . 


1.1 线性 算 子 的 定义 


算 子 是 两 个 线性 空间 之 闻 的 映射 , 是 联系 两 个 线性 空间 的 桥梁 , 通过 算 子 的 特 
性 可 以 研究 对 应 线性 空间 的 结构 , 也 可 以 利用 线性 空间 的 结构 研究 算 子 的 特性 . 现 
代数 学 问题 和 现代 物理 学 问题 中 的 许多 数学 关系 最 终 都 归结 为 线性 空间 上 的 算 子 ， 
所 以 , 算 子 理论 不 仅 是 解决 现代 数学 问题 的 有 效 工 具 , 而 且 也 是 现代 物理 学 的 数学 


支柱 . 
定义 1.1.1 WE X MY 是 两 个 线性 空间 , D 是 X 的 一 个 线性 流 形 ， 


T:D—=Y 
是 一 个 映射 , D 称 为 了 的 定义 域 , 一 般 记 为 DT); R(T) = Ran(T) = {Tzlz € DC 
Y) BA T 的 值 域 . 若 
T(ox-4-fy)- oTr-c-BTy, Vz,yeE D, Va,BEK CC, 


MAK T 是 一 个 线性 算 子 (linear operator). 
例 1.1.2 W X =R", Y =R”, T = (aij)mxn; 对 于 任意 z= (zj)?-1 E€ X, > 


TL 
n 
= ) 'dijTj ’ 
jl i=1 


则 工 是 从 R” 到 R” 的 一 个 线性 算 子 . . 
例 1.1.3 B X=Y = Lja, b), P(D) = >》 a((z)D" 是 一 个 微分 多 项 式 , 其 中 


?一 0 


a;(x) € L?[a, b]. Æ 


T : u(x) > P(Dyu(z) = Y a(z)D*u(z) = Y` a(z)u9 (), 
i=0 


i=0 
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对 于 任意 u(x) € D(T) = (u(z) € C^-?[o, 0] | u™ (x) € La, b]}, 则 工 是 一 个 从 
X 8j Y 的 线性 算 子 . 

定义 1.1.4 设 X AY 是 线性 赋 范 空间 , T: DT) — Y 是 定义 在 X 上 并 
在 Y 中 取 值 的 线性 算 子 . 如 果 对 任意 的 (z4)29., € D(T), 当 £n zo € D(T) Bf, 
Tin > Tro, BA, RAF T 在 点 zo € D(T) 是 连续 的 (continuous). 如果 T 在 
D(T) 内 的 任意 一 点 处 连续 , 则 称 线性 算 子 工 在 D(T) 上 连续 . 

命题 1.1.5 ”对 于 线性 算 子 T ma, 下 面 三 个 条 件 等 价 : 

(1) T Æ D(T) 上 连续 ; 

(2) T E x = 0 处 连续 ; 

(3) 了 在 zo € D(T) 处 连续 , 其 中 zo 是 D(T) 中 的 某 一 固定 点 . 

定义 1.1.6 KX AY 是 线性 赋 范 空间 , 如 果 存 在 常数 M >0, 使 得 


[Telly < Mlzllx, Vee DT), 


那么 , RET T 是 有 界 的 (bounded), 其 中 , || -lx 和 ||- |ly 分 别 表示 空 闻 X AY 
上 的 范 数 . 

命题 1.1.7 Wb X,Y 是 线性 赋 范 空间 , TE DT) 上 连续 线性 算 子 当 且 仅 当 
T Æ DT) 上 的 有 界线 性 算 子 . 

ENX 1.1.8 WE X Rn Y 是 线性 赋 范 空间 , 用 LOX,Y) 表示 一 切 由 X 到 YY 的 
线性 算 子 组 成 的 集合 , 用 B(X,Y) 表示 一 切 由 X BY 的 有 界线 性 算 子 组 成 的 集 
合 , 称 


IT 

«xU Tel anta Lal 
AAT TE LX, Y) 上 的 范 数 (norm). 

容易 验证 : 在 上 述 算 子 范 数 下 , LX, Y) 是 一 个 线性 赋 范 空间 . 

显然 , 例 1.1.2 中 的 线性 算 子 T 是 一 个 有 界线 性 算 子 , 而 例 1.1.3 中 的 算 子 是 
无 界 算 子 . 

定义 1.1.9 W D(T)CX. ËT € BX Y), 并 且 工 将 D(T) 中 的 任意 有 界 
集 M 映 成 Y 中 的 预 紧 集 TM, 那么 称 线性 算 子 T 是 紧 线性 算 子 (compact linear 
operator); 所 有 定义 在 X 上 (D(T) = X) 的 紧 线 性 算 子 组 成 的 集合 记 为 C(X,Y). 

显然 , C(X,Y) c B(X,Y) c L(X,Y). 

定义 1.1.10 HE X ALY Æ Banach 空间 ,了 是 定义 在 D(T)c X E, 取 值 在 
Y 中 的 一 个 线性 算 子 , 其 中 , D(T) 是 X 的 一 个 线性 子 空间 ，R(T) C Y. 称 乘积 空 
间 X xY 上 的 线性 子 空间 : 


I(T) -((z,Tz)eXxY|xcD(T) (1.1.1) 


ITI = 


1.1 线性 算 子 的 定义 3- 


为 线性 算 子 T 的 图 (graph). HAT) dE X x Y 中 是 闭 的 , 就 称 算 子 T 是 闭 线性 
算 子 , 或 称 工 是 闭 的 (closed). 

iki DT) CX, RIT) CY, REAT T 是 闭 算 子 的 充分 必要 条 件 : FH 
{an} C D(T), x, > x € X (n oo) H Tz, > y (n 2 oo), W x € D(T), Hy = Tz. 

注 2 zl = lizilx + Telr 称 为 线性 算 子 T 的 图 模 . T JEBIEETOA HUS 
(D(T), || - ||) 是 一 个 Banach 空间 . 

注 3 X* = B(X,R) 表示 X 上 所 有 有 界线 性 泛 函 组 成 的 集合 , 称 为 空间 X 
Ase gee fa) (对 偶 空 间 )(dual space). 

定义 1.1.11. X T X Banach 空间 X 到 YY 的 稠 定 线性 算 子 , 即 D(T) 在 X 
中 稠密 . 记 

D(T*) = {y* €Y*|3z* € X*, 使 得 Yr e D(T), BA 
(y*, Tz) = (z*, 2), Bl y* (Tz) = 2*(2)}, 


其 中 , x* 和 Y* 分 别 表示 x 和 了 mittens. + 
T*: y'ez', Vy € D(T*), 


称 T* AT HRP FRE TF (adjoint operator), D(T*) 为 T* 的 定义 域 . 
注 1 HDT) 4X 中 稠密 , 则 T* 唯一 确定 , 而 且 也 是 线性 算 子 . 
XDDT)  n(T)cY 
l l (1.1.2) 
X*o RTS © D(rT)cy* 


定理 1.1.12 ”任何 稠 定 算 子 了 HKRA ST T 总 是 闭 的 , 而 且 当 T, c T2 时 ， 
Tj CTY. 
证 明 令 V 是 XxY 到 Y x 关上 的 映射 ， 


V(z,y)(-yz), V(ry) EXxY. 
用 Y* x X* 表示 空间 Y x X 的 对 偶 , 则 对 (y*,z*) €Y* x X*, 
((y* 27) (y, 2)) = (yy) + (2*2) = y (y) + z" (2). 
Wr(T'CcY*x X* 是 线性 算 子 T" 的 图 , TT) C X x Y 是 工 的 图 , 则 vz € DT), 
(y^, 2") ET(T*) e ((y*, 2") ,V (x, Tz)) — 0, 


由 此 得 r(r*) = (VI(T))+, 故 7T* 总 是 闭 的 . 
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ste Te MA BR, 当 T1 C T2 时 , T7 C Tr. 口 

4 X=Y 时 , 若 了 是 定义 在 X 上 并 且 取 值 在 x 上 的 稠 定 线性 算 子 , 则 T* 
是 定义 在 X* 上 并 取 值 在 X* 上 的 稠 定 线性 算 子 . 特别 地 , F 是 一 个 Hilbert 空 
间 , 则 根据 Riesz 定理 , X 与 X* 是 同 构 的 , 即 X = X*, 所 以 , T* 也 可 以 看 成 是 定 
义 在 三 上 并 且 取 值 在 x 上 的 稠 定 线性 算 子 . 

定义 1.1.13 B X 是 一 个 Hilbert FH, T Æ X 到 自身 的 一 个 稠 定 线性 算 
子 , T* RT HHH, MT cI, WR T 是 对 称 算 子 (symmetric operator); 若 
T* =T, WHT ZA (SHB) BT (self-adjoint operator); # T 可 闭 化 , H T Œ 
HR, 则 称 T AEA ERS (essential self-adjoint operator). 

ii 根据 共 轿 算 子 的 定义 以 及 Riesz 定理 , 对 于 Ve € D(T), y € D(T*), 有 


(Tz, y) = (x, T^y). 
ik2 MERHAT T 是 对 称 算 子 的 充分 必要 条 件 是 Vx,y € DT), 都 有 
(Tz,y) = (z, Ty). (1.1.3) 


注 3 对 于 有 界 算 子 而 言 , 自 伴 与 对 称 是 等 价 的 . 对 于 无 界 算 子 则 不 然 . 
iA WRTA SREK, BT cS, 则 称 S$ 是 工 的 对 称 扩张 , HAA 


TCSCS'cT*. (1.1.4) 


如 果 工 是 自 伴 的 , S 是 对 称 的 , ATC SMT CSCS*CT*, WET =S. 
这 说 明 自 伴 算 子 是 其 自身 的 极 大 对 称 扩张 . 
例 1.1.14 在 D?[0,1] 上 的 常 微分 算 子 


= + Polt), (1.1.5) 


其 中 , D(TJ) = C%°[0, 1], po € L?[0, 1] 是 定义 在 [0, 1] 上 的 非 零 实 函数 , 则 
(1) 75 是 稠 定 对 称 算 子 ; 
(2) Ti 不 是 闭 算 子 , 但 可 闭 化 ; To = Tj, 对 vu € D(To), Tou = Thu, 其 中 ， 


D(To) = {u € L?[0,1] | u"(t) 存在 , H Tiu € L?[0, 1], u(0) = u(1) = 0); 
(3) RAAT Tt = (T/)*, Vu € DTS), 
Tou = Tiu = —u"(t) + polt) u(t), 


其 中 , DO) = {u € L?[0, 1] | (OFE, B. Thu € L?[0, 1])- 
(4) 


Li 线性 算 子 的 定义 “5. 


D(T) = {u € D(T?) | u(0)cosa + v'(0) sina = u(1) cos 8 + v'(1) sin 8 = 0}, 
其 中 , 0 < a, 8 < x/2. Vu € D(T), 
Tu = —u" (t) + po(t) u(t), 
容易 验证 To 是 对 称 算 子 , T 是 自 伴 算 子 . 
设 X ÆR Hilbert 空间 , 若 算 子 C : X 一 X 满足 C? = 1, WREATH 


(involutive); 算 子 C : X — X 称 为 是 反 线性 ( 共 辆 线性 ) 的 (antilinear, conjugate- 
linear) 是 指 


Claz + By) = aCz+ BCy, Vry € X,0,B €C; (1.1.6) 
RET C : X 一 X 是 等 距 的 是 指 
(Cf,Cg) = (9,f), Vf,g EX. (1.1.7) 


复 Hilbert 空间 X 上 的 一 个 备 等 的 、 等 距 的 反 线性 算 子 称 为 是 X LRS 
PS (conjugate operator), 记 作 C. 

WR, WR X 是 一 个 复 Hilbert 空间 , J 是 X EMMI, BD vy € 
X, Jy — y, WIR X LT ( 即 Jf(z) = f(z)). 

WX EAE Hilbert 空间 , C 是 X LAE, T J& X 到 自身 的 一 个 线性 
K. ARREST, 若 T*C 是 CT 的 扩张 , 即 CT C T*C( 亦 即 T c CT*C), 或 者 等 
价 于 


(CTf,9) = (CTg,f), Yf,g € D(T), (1.1.8) 
MRT T Æ X 上 的 C- 对 称 算 子 ; 车 
T-cTI*C (BI CT=T*C), (1.1.9) 


We T Æ x ER cC-BfÉ(C-B3kS8) BT. 

x 是 一 个 复 Hilbert 空间 , J 是 x ERU JESSBIAE T, vy € X, Jy = y; 
T Æ X S8IBE S SDERTERT. 车 T*J 是 JT 的 扩张 , 即 JT c 7T*J( 亦 即 
JTJ Cc T*, RT C JT* J), WE T Æ C- 对 称 算 子 , 也 称 为 J- 对 称 算 子 (J-symmetric 
operator); #7 JT = T*J(Bl T = JT*J), WK T Æ C- 自 伴 (C- B3&88) AT, 也 称 
为 J- 自 伴 算 子 (J-self-adjoint operator ). 

我 们 将 在 第 4 章 、 第 5 章 和 第 7 章 中 对 这 类 特殊 算 子 重新 给 出 定义 , 并 进行 
专门 研究 . 

例 1.1.15 在 例 1.1.14 中 , 加 入 一 个 非 零 复 项 , 考虑 52[0,1] 上 的 常 微分 算 子 

2 


q + pi(t) + ipa(t), (1.1.10) 


To =~ ap 
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其 中 , pt) pO 均 为 定义 在 [0,1] 上 的 非 零 实 函数 , DTH = Ce [0, 1], W 
(1) Ti 是 稠 定 J- 对 称 算 子 ; 
(2) Ti REAR, 但 可 闭 化 ; To = T}, Vu € D(To), Tou = Thu, 其 中 ， 


D(Tp) = {u € L*(0,1] | u” (OFE, HTgu € L?/0, 1], u(0) = u(1) = 0); 
(3) HWAT Tz = (T) 为 
Tju = Tu = —u" (t) + (pi(t) — ipa) u(t), Vu € D(13), 
D(15) = {u € L?[0, 1]|u" (0) 4E, H.Tou € L?[0, 1]). 
(4) * 
D(T) = {u € D(T7) | u(0) cosa + u'(0) sina = u(1) cos + u'(1)sin 8 = 0), 


其 中 , 0 < 0,8 < 2/2, Vu € D(T),Tu = —u"(t) + (pi(t) + ipa(t))u(t), 容易 验证 To 
是 7- 对 称 算 子 , T 是 J-BfERET. 
定理 1.1.16 WT Æ Hilbert 空间 X 中 的 线性 算 子 , 定义 它 的 核 


N(T) = {x € D(T) | Tz = 0}, (1.1.11) 
(1) # D(T) 在 X 中 稠密 , Wy 
N(T*) = R(T)*; (1.1.12) 


(2) 3$ T RAR, 则 


N(T)- = R(T*). (1.1.13) 
证 明 — (1) ER y € N(T"), W T*y = 0, 于 是 对 任意 的 z € D(T), 
0 = (2,0) = (x, T*y) = (Tz, y), (1.1.14) 


从 而 yL R(T), Bl y € R(T)+. 
反之 , EM y € R(T), 则 对 任意 的 re D(T), 


0 = (Tz, y) = (zx, T*y), (1.1.15) 


又 由 于 D(T) 在 X PRR, 所 以 T*y —0. 从 而 ye N(T*). S N(T*) = R(T)+. 
(2) 类 似 可 证 . 口 
定义 1.1.17 设 X 是 Hilbert 空间 ,U 和 NN 是 X 到 自身 的 有 界线 性 算 子 , F 

IUI = 1( 即 U*U = 1), 则 称 U 为 空间 x 上 的 西 算 子 (或 称 为 等 距 算 子 ) (unitary 

operator) d N*N = NN*, 则 称 N 为 空间 X 上 的 正常 算 子 (normal operator). 
注 ” 自 伴 算 子 和 西 算 子 均 为 正常 算 子 . 


12 预 解 算 子 .了 7. 


12 预 解 算 子 


为 了 方便 研究 算 子 的 谱 , 引入 预 解 算 子 和 预 解 算式 及 其 性 质 . 

定义 1.2.1 iX X Æ Banach 空间 , A: D(A) c X 5 X 是 闭 线性 算 子 , 称 
集合 
p(A)={AM € CA — A)! e B(X)) = (A e C(A — A) EXE, HRI — A) = X) 


ART 4 的 预 解 集 (正则 集 )(resolvent set, regular point set), p(4) 中 的 任何 一 点 入 
称 为 算 子 A 的 正则 点 (regular point). 
定义 1.2.2 BPR R、(4) : p(4) 一 B(X) 定义 为 


Aw (AT— A)-!, VAE€p(A), (1.2.1) 


称 为 4 关于 入 的 预 解 算 子 函数 , (M-A) 称 为 算 子 A 的 预 解 算式 ; 对 某 Ao € p(4)， 
称 R (4) 为 算 子 4 对 应 正则 点 Mo 的 预 解 算 子 (resolvent operator). 

引 理 1.2.3 W A 是 定义 在 Banach 空间 上 的 有 界线 性 算 子 , Bl A € B(X), 且 
Al] < 1, M] (Z— A)?! € B(X), FFA 


I-A)" < (1.2.2) 


l 
1- |All’ 


证 明 “方法 一 : 由 于 AI «1, 所 以 , I-A 2 1—-|JAl] > 0, KIE (17 — A)71 f 
在 , A 


II = | -AU — A) 2 Q — ANN — AT, (1.2.3) 
故 a 1 
1 一 4 一 和 IAT 
方法 二 : 由 Neumann 级 数 (I — A)! = a 可 得 
k=0 
ll — Ay 12 [V5 A*| <2 4 All + Al? +--+ LATI + 
k=0 
u 1 
 1-[AIl 口 
定理 1.2.4 WẸ A 是 定义 在 Banach 空间 X 上 的 闭 线性 算 子 , M o(A) 是 
开 集 . 


证 明 BE Ao € p( A), W 
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AI — A=(A—Ag)I + (Ao — A) = (Ag — A)[I + (A — Ao)(AoI — A) 1]. 


当 JA — Aol < Aol — ATHE IN, 由 引 理 1.2.3 知 , (I + (A — Ao) (Aol — A)-1] At 
Awa HR. + B= [I+ (A — ào) (à — A)! , Bul 


(AJ — A)! = BR), (A) € B(X), (1.2.4) 
所 以 , A € p(A). m 
引 理 1.2.5 (第 一 预 解 公式 ) Kh Awe p(A), WA 
Ry(A) — R,(A) = (n — 4) FA (A) FR, (A). (1.2.5) 
证 阴 
(AI = A) '-Q1- A) pI- A)(I - A)! 
—(AI— A) (uI — AT + AL — A) (pI — A) 1 
-(u- O4 — A) (pI — A) ! + (aI — A)! 
— (u — A)RA(A)R,(A) + Ry (A), (1.2.6) 
所 以 , Ry(A) 一 Ry(A) = (u — E (A)R,(A). 口 


定理 1.2.6 Fisk R、(4) 在 po(4) 内 是 算 子 值 解析 函数 . 
证 明 — (1) 先 证 RAA) 的 连续 性 . VE Ao € p(A), 由 式 (1.2.4) 和 式 (1.2.2) 有 


[RA < IAS CAI] - Bl] < Rao (A) IE + (A = A0) (Ao — A) 7171 
1 


< Rao (MIN ier = DT" (1.2.7) 
只 要 内- dol < 可 CT 就 有 
| RA CA)]] < 21S Ah). (1.2.8) 
由 式 (1.2.5) 得 
|| RACA) — Rag (A)| SIA — Ao] ROH: IAS CA) 
«2| Ra (AIA — Ao] — 0, A — Ao, (1.2.9) 
从 而 Ry(A) 一 Ry,(A), A do. 
(2) 可 微 性 . 因为 
vim. uU 二 一 jim RA(A)R (A) = —Ry, (A), (1.2.10) 
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所 以 , 预 解 式 R、(4) 在 p(4) 可 微 . 口 
定理 1.2.7 W A 是 定义 在 Banach 空间 X 上 的 有 界线 性 算 子 , 则 C\p(A) 
Ł Ø. 
WEBB RIES. 46 C\p(A) = @, 则 p(A) = C, 那么 RACA) YE C 上 解析 , 并 且 
由 Neumann 级 数 知 , 当 | 和 | > 2| A[| BT, 有 


1 
Antl 


A", (1.2.11) 


Me 


R)(A) = 


li 


n=0 


从 而 
1 


I) Tr S TAT 
因此 , RAI 在 复 平 面 上 是 有 界 的 . 对 任意 f € B(X), 定义 wy(X) = f(RA(A)). 
因为 RACA) 在 p(4) 上 解析 , 所 以 , J 是 有 界线 性 泛 函 , 因此 , uA) 是 p(A) 上 的 
解析 函数 , 由 Liouville 定理 知 , wj(A) 是 依赖 于 f 的 常 值 函数 与 A 选取 无 关 , 于 是 
R\(A) 是 与 和 无关 的 常 值 算 子 ， 而 根据 Hahn-Banach 定理 知 , 每 个 B 空间 都 有 
足够 的 连续 线性 泛 函 , 矛盾 . 口 


1.3 线性 算 子 的 谱 


特征 值 及 其 分 布 直接 来 源 于 近代 物理 学 、 量子 力学 和 工程 技术 问题 的 需要 , 如 
求 振动 的 频率 , 判定 系统 的 稳定 性 等 均 涉及 相应 算 子 的 特征 值 或 特征 分 布 ; 能 量 算 
符 的 特征 值 对 应 着 该 系统 束缚 态 的 能 级 : 特别 地 , 光谱 就 是 某 类 型 算 子 的 谱 分 布 . 

对 于 线性 算 子 而 言 , 复 平面 上 的 点 cC, 或 属于 (TREAT T 的 正则 点 )， 
或 不 属于 (T) 将 复 平面 上 所 有 不 属于 p(T) 的 点 放 在 一 起 形成 一 个 集合 , 称 此 集 
合 为 线性 算 子 T 的 谱 集 . 

定义 1.3.1 设 久 是 Banach 空间 , T 是 定义 在 X 上 的 闭 的 称 定 线性 算 子 ， 
pT) dé T 的 正则 集 (MAE), 集合 


o(T) = C\p(T) (1.3.1) 


RAAI < (1.2.12) 


称 为 T 的 谱 集 (spectrum). 
根据 o(T) 以 及 p(T) 的 定义 , 对 oT) 可 以 作 如 下 划分 : 
(1) 2: (A1 — T)! 不 存在 , 则 称 和 是 线性 算 子 T 的 特征 值 (eigenvalue), 全 体 
特征 值 的 集合 记 为 op(T), 称 为 线性 算 子 T 的 点 谱 (point spectrum). 
op(T)={A € € | AL — T) IREE} (1.3.2) 
={A € CIKer(AI — T) 4 {6}. 
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对 于 任意 的 入 € op(T), 都 存在 x € D(T), 使 得 Tz = Az, 称 > 是 对 应 于 特征 
TË A 的 特征 向 量 (eigenvector). 称 


NX(T) = {z € D(T)|Tz = Az) (1.3.3) 


为 线性 算 子 对 应 于 特征 值 的 特征 子 空间 (eigenspace), 也 称 为 线性 算 子 了 对 应 
于 特征 值 A 的 零 空间 (null space), 或 线性 算 子 T 对 应 于 特征 值 ^ 的 核 空间 (kernel 
space), 同时 也 记 为 Ker(T — AZ), 即 NA (T) = Ker( — AI). dim Ny (T) 称 为 特征 值 入 
的 几何 重 数 (geometric multiplicity), WA na = null Ty, Bl n, = null T4 = dim Ny = 
dim Ker(T — AI). 

(2) 4 (A1 - T)! 存在 , H R(AI — T) z X, 1B RA — T) =X, Bg A 28 T Ff] 
连续 谱 点 , 全 体 连续 谱 点 的 集合 记 为 os (T), KA T 的 连续 谱 (continous spectrum). 


o(T) = (4€ C | Ke(AI - T) = (0), RAI -TI =X, (AI — T) i! 无 界 }. (1.3.4) 


(3) 2$ (A1 — T)-! 存在 , 但 R(AI — T) AX, 则 称 和 AT HRB, 全 体 剩 
余 谱 点 的 集合 记 为 or (D), KA T 的 剩余 谱 (residual spectrum). 


or(T) = {AEC | Ker(AI - T) = (0), RAI - T) # X). (1.3.5) 


#1 当 dmX < oo 时 , 线性 算 子 了 的 谱 集 只 有 特征 值 , 即 所 有 A c C 都 或 
者 是 特征 值 , 或 者 是 正则 点 . 
注 2 谱 还 可 以 按照 如 下 方式 分 类 


o(T) = eq(T) U ae (T), (1.3.6) 


其 中 ， 

(1) ea(T) = op(T)\{ 工 的 无 穷 维 特征 值 }, 即 线性 算 子 T 的 有 限 维 特征 值 的 全 
Jk, RA T WSS BiH (discrete spectrum); 

(2) oe(T) = o(T)\oa(T) 称 为 工 的 本 质谱 (essential spectrum). 

注 3 ” 当 线 性 算 子 了 是 正常 算 子 、 自 伴 算 子 或 本 自 伴 算 子 时 , o.(T) = e, 则 


oe(T) = oo(T)U {7 的 无 穷 维特 征 值 }. (1.3.7) 


iA 有 界线 性 算 子 的 谱 oc(T) c {XeC| |A « ITI. 
例 1.3.2 (1) Wt X = [0,1], Ault) = —u"(t), 其 中 


D(A) = (u(t) € Z?[0, 1] | u” (t) € Z?(0,1], w(0) = u(1), u(0) = u'(1)), 


WW A 是 闭 线性 算 子 , H o(A) = op(4) = (2nz)? | n=0,1,2,.…}. 
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(2) & X =C(0,1], Ault) 2tu(t), 则 A 是 有 界线 性 算 子 , H c(4) = or(4) = 
[0, 1]. 

(3) Æ X = L7[0,1, Ault) = tu(t), 则 A 是 有 界线 性 算 子 , H o(A) = oc(4) = 
[0,1]. (参见 文献 [211] 第 155 WH.) 

(4) 在 空间 P 上 ， 考 虑 右 推移 算 子 AQ: £ = (21,82, En) OY = 
(0,21,22,---,24,---) 和 左 推移 算 子 A : x = (£1, £2, umso) y = (12, 23,24, 
3o) , 则 4; 与 4 均 为 有 界线 性 算 子 , H 

aplAr) =Ø, oc(Ar) ={AEC||A| = 1}, or(Ar)= {A € CIA] < 1}; 
op(Ar) = {AE CA] < 1}, aoc(A) = {AECI =1}, oc(A) = 2, 
o(A,) = o[ Ai) = {A € CIIA| < 1}. 


(5) 在 L?(—oo, 00) 上 ， 考虑 微分 算 子 Aat) = T D(A) 一 五 1( 一 oo, 00), 则 
ey, (A) -(A€C| RA<O}, o-(A)={AEC| RA=0}, oo, (A) =Ø. 
定义 1.3.3 WA 是 定义 在 Banach 空间 X 上 的 有 界线 性 算 子 , 称 实数 


ro(A) = sup{lA | A € o(A)) (1.3.8) 
为 4 的 谱 半 径 (radical of spectrum). 
显然 有 
ro(A) «Al; e(4) c {AEC | |A] < re(A))- (1.3.9) 
定理 1.3.4 WR Ac B(X) 是 定义 在 Banach 空间 上 的 有 界线 性 算 子 , 那么 
ro(A) = lim ||A"|*. (1.3.10) 
1.4 谱 的 其 他 分 类 


为 了 研究 问题 的 方便 ,以 及 有 具体 物理 问题 的 需要 , 常 针 对 不 同 问题 , 采用 不 同 
的 方法 对 复 平面 C 上 的 点 进行 分 类 . 本 节 介 绍 几 种 常用 的 分 类 法 , 还 有 其 他 的 分 
类 , 可 以 参见 相关 的 文献 . 

定义 1.4.1 BX AY 是 Banach 空间 ,Te B(X,Y), WR R(T) 是 闭 的 , 并 
H. null T < oc, def T < oo, 则 称 了 是 半 Fredholm Bf. #4 min{null T, def T) < oo, 
则 称 T 是 -Fredholm 算 子 , 其 中 


null T = dim N(T) = dim(z € X | Tz = 0}, (1.4.1) 
def T = codimR(T) = dim(X /R(T)), (1.4.2) 
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分 别称 为 人 的 零 空 间 的 维 数 (dimension of null space) 和 了 的 亏 数 (deficiency), 称 
Ind T = null T — def T A T FRR (Index). 

例 1.4.2 ()WT:? P 上 的 左 移 算 子 , 即 对 任意 的 z = (21,29, X8) 
€ P, Tx = (xo,za,24,:--), W nul T = 1. 而 了 是 满 射 , 即 R(T) = P, BiU 
def T = 0, 从 而 Ind T = 1. 

QRS: P P CABAL, 即 对 任意 的 £ = (21,22, En) € B, 
Sz = (0, £1, £2, °: ,z4,:--), Bl] null S = 0, def S = 1, Ind S = -1. 

定义 1.4.8 Ut X # Banach FH), T € B(X), Ae o,(T), Wi 


My = {z € X | In € N,(T—- Az =O} = U N(TT) (1.4.3) 
n=1 


为 了 对 应 于 特征 值 和 的 根子 空间 (代数 特征 空间 ) (root subspace, algebraic eigenspace 
corresponding to à). 任意 的 x € My, 都 存在 正 整 数 n, 使 得 (T — AI)"z = 0, 称 
此 z 为 了 对 应 于 特征 值 的 广义 特征 向 量 ( 根 向 量 ) (generatized eigenvector, root 
vector). mj = dim My 称 为 T 对 应 于 特征 值 和 的 代数 重 数 (algebraic multiplicity). 

显然 , 特征 值 和 的 几何 重 数 小 于 或 等 于 代数 重 数 , 即 ny = null Ty € m = 


dim My. 
定义 1.4.4 WX Æ Banach FHJ, T 是 闭 线性 算 子 , 记 
pr(T) = F,(T) = (4 € CAI — T Æ Fredholm 算 子 }， (1.4.4) 
or(T) = F,(T) = C\F,(T), (1.4.5) 


Fk F(T) (pr(T)) AREST T H Fredholm 4E, 称 F,(T)(or(T)) 为 线性 算 子 了 的 
Fredholm 谱 (Wolf 本 质谱 )(Fredholm spectrum, Wolf essential spectrum). 

容易 证 明 : 

(1) T AY Fredholm 集 是 一 个 包含 p(T) 的 开 集 , p(T) C pe (T); 

(2) T 的 Fredholm 谱 集 是 o(T) 的 一 个 闭 子 集 ; 

(3) Æ dim X < oo, Dll F,(T) = Ø; 

(4) 

F(T) = F,QT*): (1.4.6) 


(5) F,(P(T)) = P(Fo(T)), 其 中 POA) 是 和 的 多 项 式 . 

定义 1.4.5 X X Æ Banach 空间 , T € L(X), 若 对 任意 的 。 > 0, 存在 
z € D(T) B |z| = 1, 使 得 | 和 x — Tall < e, 则 称 和 为 线性 算 子 T 的 近似 点 谱 
(approximate point spectra). 所 有 近似 点 谱 所 成 的 集合 o.(T) 称 为 线性 算 子 了 的 
近似 点 谱 集 , 简称 为 T 的 近似 点 谱 (approximate point spectrum). 


14 谱 的 其 他 分 类 "13. 


定理 1.4.6 ”线性 算 子 了 的 近似 点 谱 cu(T) C o(T) 是 o(T) 的 一 个 闭 子 集 , 并 
H (T) 包含 o(T) 的 所 有 边界 . 车 X 是 Banach 空间 , T € B(X), 则 oa(T) 7 e. 
WEBB ”根据 近似 点 谱 的 定义 可 知 , op(T) c es (T), oc(T) C e (7), 3ER o,(T) c 
o(f). WAA € o,(T) H (A1 — T)! BAW, RAI-T) Z X, A d oa(T), 所 
有 这 些 点 记 为 A, A C o.(T) C off). EB Mo € A, QoI — T)! HER. 4 
[A — Aol < Inna] 时 , 线性 算 子 


M —T = (A— AoH + Col — T) = (ol — T) --(A— Ag)(AoE TY (14.7) 


Ai ARR, 但 RAI-T)-RQOgL-T) z X, 所 以 , A e A. 由 此 得 到 A 是 
一 个 开 集 . 再 由 近似 谱 的 定义 可 知 , e (T) = o(T)\A, 所 以 o, C7) EAE, 且 包 含 


c(T) 的 所 有 边界 . 
若 X 是 Banach 空间 ,Te B(X), W off) 是 紧 集 且 非 空 , 所 以 , c(T) BDA 
一 个 边界 点 , 从 而 结论 得 证 . 口 
定义 1.4.7 $ T Æ Hilbert 空间 X 中 的 线性 算 子 , 称 复 数 集 


W(T) = ((Tz, z)lz € D(T), llzl = 1) (1.4.8) 


A T 的 数值 域 (numerical range). 
$ T Æ Hilbert 空间 X 上 的 闭 对 称 算 子 , Hy = N(M-T)t, WT HE NOI-T) 
RS) N(M —T) 中 , B. T(H n D(TD)) C Ay, 因此 , Ay 是 的 一 个 约 化 子 空间 . 定 
XT =T| Wm 
D(T3) = Hs N DD), 
Tax = Tz, Var € D(T3) 
则 Ar — T, 是 一 对 一 的 , H. D(1») 在 Hy 中 是 稠密 的 , 所 以 从 是 闭 的 对 称 线性 


算 子 . 
定义 1.4.8 称 


W.(T) = (A € C(AI — T) IER, BÈ dim N(M — T) = oo) (1.4.9) 
AT 的 本 质谱 核 (essential spectral kernel). 


根据 线性 算 子 的 值 域 或 者 预 解 算 子 的 定义 域 划分 如 下 . 
定义 1.4.9 称 


oop(T)= {AEC | RAIT) AX} (1.4.10) 


为 线性 算 子 T BIA (compression spectrum). 
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定义 1.4.10 Wt T 2S Hilbert 空间 X 上 的 一 个 稠 定 的 闭 线性 算 子 , RRA 
E,(T) = (A € CIRO 一 了 ) 非 闭 集 } (1.4.11) 


为 线性 算 子 工 的 正则 本 质谱 集 (regular essential spectrum). 
根据 线性 算 子 的 指数 进行 划分 如 下 . 
定义 1.4.1100] dt T E Hilbert 空间 X 上 的 一 个 稠 定 的 闭 线 性 算 子 , > 
®*(T) = {A|R(T — AI) Hj, H null(AI — T) < oo], 
$- (T) = (A[R(T — AT) Hi, H. def(AI — T) < oo}, 


其 中 , ROI — T) 是 线性 算 子 M-T 的 值 域 , null(AZ — T) = dim Ker(A1 — T) 是 
M-T RZEK, def(AT — T) = dimY/R(AI — T) 是 和 I 一 T 的 亏 指数 , p(T) 表 
示 线 性 算 子 了 HER. w 

S(T) = &*(T)U9 (T); 

(T) = 9* (T); 

$3(T) = e*(T)n 9 (T); 

S(T) = (A € $3 | null(AI — T) = def(AI — T)); 

(T) = (A € Ba | 存在 入 的 去 心 邻 域 包含 在 p(T) A}, 


BK co =C\Oz(T) (k= 1,2,3,4,5) 为 线性 算 子 T 的 本 质谱 类 . 
定义 1.4.12 Wb X Æ Banach 空间 ,了 是 稠 定 的 闭 线性 算 子 , C(X) 表示 X 上 
的 所 有 紧 线性 算 子 的 集合 , 令 pk (T)  K,(T) - (4 € CIAT-T 是 半 -Fredholm 算 子 }， 


K,(T) = C\px(T), 


称 KAT) 为 了 的 Katoe 本 质谱 . 
令 


es(T)- (| e(T-K) owT)= 站 «TK 


KEC(X 
aa Kec) 


分 别称 cs (D) 和 ow (T) 为 线性 算 子 T A Browder 本 质谱 和 Weyl 本 质谱 . 

另外 , 还 有 根据 特殊 线性 算 子 的 其 他 特性 给 以 的 划分 . 

EX 1.4.13 KT ÆR Hilbert 空间 X 上 的 一 个 稠 定 的 闭 线性 算 子 ,r C o(T) 
是 oT) 的 既 开 又 闭 子 集 , E(7) 表示 r 谱 投影 063, 当 和 是 o(T) 的 孤立 点 时 , 把 
E((A)) 简 记 为 EA). 设 A € op(T) 是 o(7) 的 孤立 点 , WH dim E(A)X < oo, WRK 
和 为 了 的 有 限 代 数 重 数 的 孤立 特征 值 , a0(T) 表示 T 的 具有 有 限 代数 重 数 的 孤立 
特征 值 全 体 . 
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EX 1.4.14 VW T — Tg iT; ER Hilbert 空间 X 上 的 一 个 稠 定 的 闭 线性 
算 子 , 称 集合 


ojp(T) = {A = 2 + iy | If € D(T), HA (AI — T)f = 0} 
为 线性 算 子 T 的 联合 点 谱 (joint point spectrum); 称 集合 
ej (T) = [A = z iy | Hfa} C D(T), ER lim (AT — T) fa = 0} 


为 线性 算 子 T 的 联合 近似 点 谱 (joint approximate point spectrum)， 其 中 , T. = 


Ta = 于 一 ,Ts =T = T AARET T 的 实 部 和 虚 部 ， 


以 下 给 出 无 界线 性 算 子 各 种 谱 相 互 之 间 的 关系 , 限于 篇 幅 , 一 些 定理 的 证 明 只 
标明 出 处 , 其 他 未 给 出 证 明 的 定理 可 以 按照 定义 直接 证 得 . 

定理 1.4.15 Wt T 是 复 Hilbert 空间 X 上 的 一 个 稠 定 的 闭 线性 算 子 ,和 € 
ce, (P) 的 充分 必要 条 件 是 在 空间 X 上 存在 了 对 应 于 和 的 Weyl 序列 . 

定理 1.4.16 ” 设 X 是 Hilbert 空间 , 则 

(1) 如 果 工 是 自 伴 算 子 , 则 o, (T) = o.(T)(k —1,2,3,4,5), MA A Æ T RE 
征 值 的 充分 必要 条 件 是 X € o(T)\celT); 

(2) WR T Æ J- BEESET, W o, (T) = oe(T)(k = 1,2,3,4), MA ABT HF 
征 值 的 充分 必要 条 件 是  € o(T)\oe(T). 

定理 1.4.17] ”如 果 线 性 算 子 7 是 自 伴 算 子 或 是 ABT, UT 的 剩余 
谱 是 空 集 , 即 


o,(T) =Ø. 


对 无 界 自 伴 和 J- EPESE-T- THA, 如 果 ce(T) = e, 则 o(T) = oz(T), REF 
T 的 谱 是 离散 的 (discreteness). 
定理 1.4.1863 ”任何 下 半 有 界 的 自 伴 算 子 T 的 谱 是 离散 的 当 且 仅 当 了 的 


每 个 谱 点 都 是 它 的 孤立 点 . 
定理 1.4.1959] ”任何 线性 算 子 是 自 伴 算 子 (U-BfESCT)T, 5 Ty HAA, 
WT =T, 9T Æ Hilbert 空间 X 上 的 一 个 自 伴 算 子 (三 自 伴 算 子 ); 而 且 
o(T) =o0(Ti) Vo(T2), op(T) = a (T1) Uo (T2), 
o(T) =o-(T1) U oc(T2), oa(T) = oa(T) U oa(T2), 
Oe(T) = oe(T1) Uae (T3). 
定理 1.4.20 WT RM Hilbert 空间 X 上 的 一 个 稠 定 的 闭 线性 算 子 , 则 
(1) ce(T) U es (T) € e«(T), Bl re(T) C os(T) B. o, (T) C e,(T); 
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(2) Æ o,(T) = Ø, WW co(T) = o(T). 
WEBB (1) 由 o, (T) 和 o, (T) 的 定义 , 4A E os (T) 时 , BRA A € os (T), 所 


以 e, (T) C oa(T). 此 外 , Æ A € o (T), 则 (AI — T)-! 存在 但 无 界 , Bl A1 — T ^S 


下 方 


是 正 


= Oa 


ARN, 从 而 有 à € o6(T), Bl ce( 站) C oalT). 

(2) Hi o6(T) C e(T) 及 or(T) = Ø, BIS oa(T) = o(T). 口 
定理 1.4.21 WT ÆA Hilbert 空间 X 上 的 一 个 笛 定 的 闭 线性 算 子 . 4T 
常 算 子 时 , ojalT) = o6(T) = o(T). 

定理 1.4.22 Wt T 228 Hilbert 空间 X 上 的 一 个 稠 定 的 闭 线 性 算 子 , 则 

(1) c4 (T) C es (T) C es (T) C e (T) € es (D); 

(2) &1(7) = pk (T), oe, (T) = ex (T); 

(3) &3(T) = pe (T), o, (1) = op (T); 

(4) e (T) = o«(T). 

定理 1.4.23 Wt T ÆA Hilbert 空间 X 上 的 一 个 稠 定 的 闭 线性 算 子 , 则 o(T) 
(T) U o4 (T), 其 中 oa(T) 与 o. (T) 可 以 相交 . 

证 明 ”首先 有 下 面 的 结论 成 立 . 

Hilbert 空间 X 上 的 线性 算 子 T 可 道 的 充 要 条 件 是 (1) 与 (2) 同时 成 立 : 

(1) 存在 常数 c > 0, 使 得 vz € X, eTzl| > cllzll; 

(2) T 的 值 域 R(T) dE X “PRR, 即 R(T) = X. 

根据 上 述 结论 , M -T 可 逆 的 充 要 条 件 是 (a) 与 (b) 同时 成 立 : 

(a) 存在 常数 c > 0, 使 得 vz € X, AI — T)z|| > cz 

(b) RAI — T) = X. 

再 由 ca(7) 与 oc (D) 的 定义 , 就 可 以 得 到 o(T) = o, (T) U oop(T). 口 
Æ E 1.4.23 对 讨论 了 的 数值 域 W(T) ST HE e (T) 之 间 的 联系 是 很 有 


效 的 . 


定理 1.4.24 WT ÆR Hilbert 空间 X 上 的 一 个 称 定 的 闭 线性 算 子 , 则 
o(T) = op(T) Uoe(T) = oa(T)U oe(T). 
定理 1.4.25 WE T 2S Hilbert 空间 X 上 的 一 个 稠 定 的 闵 线性 算 子 , 则 


(1) ok(T) C epr(T),ow(T) C op(T); 
(2) 4T € B(X)N, ox(T) C or(T) C ow(T) C on(T) C o(T); 


(3) 当 T € B(X), es (T) - (| e(r4 K) = e(Te (T); 


KEC(X) 
KT=TK 


(4) ST € B(X)N, ow(T)= (| e(T4 K)-e(T)Wo(T). 


KEC(X) 
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定理 1.4.2609! i$ T A Hilbert 空间 X 上 的 一 个 稠 定 的 闭 线性 算 子 , 则 
(1) er(T) C e(T), 且 op(T) Æ o(T) 的 闭 子 集 ; 

(2) # dim X = oo, WJ op (T) # 2; 

(3) on(T) = or (T*); 

(4) Æ p(x) = ant” + a4 12"! +--+ az +a 是 一 个 n KEWA, 则 


or(p(T)) = p(or(T)). 


定理 1.4.27 $ T ÆA Hilbert 空间 X 上 的 一 个 稠 定 的 闭 线性 算 子 ， 
(1) 若 工 是 闭 的 正常 算 子 , W o (T) c W(T); 

(2) 车 工 是 上 的 闭 对 称 算 子 , 则 Wi(T) Co(T) CW(T) CR; 

(3) Zi T BARAT (或 J- B fESECT), W We(T) =0.(T). 

定理 1.4.28057] i T EB Hilbert 空间 X 上 的 一 个 稠 定 的 闭 线 性 算 子 ， 
(1) 


AT) CIT), Ko(T) C o(T); 


(2) 车 工 是 自 伴 算 子 (或 三 自 伴 算 子 ), 则 p(T) = I(T). 
.定理 1.4.2905] — 35 T, 是 线性 算 子 工 : DIT) 一 X 的 线性 扩张 , 则 


op(T) Cop(T1), or(T) ID or(TI), o«(T) C oc(T1)U o (T1). 


定理 1.4.3005 — T Æ Hilbert 空间 X 上 的 闭 对 称 算 子 ， 

(1) 若 元 是 TT 的 一 个 闭 的 对 称 扩 张 , 则 WT) c W(r1) B. We(T) c We); 

(2) 若是 工 的 一 个 有 限 维 对 称 扩张 , 则 We(T) = W.(T:). 

谱 点 的 其 他 分 类 , 如 联合 谱 、 联合 近似 谱 、 正则 型 点 H(4) 和 谱 核 等 , 相互 之 间 
也 存在 一 定 的 关系 , KBR HE, 有 兴趣 的 读者 可 参阅 相关 资料 和 文献 . 

HT e LX, Y) 是 一 个 稠 定 线性 算 子 , T" 表示 T HRAT, KFT AT 
的 状态 作 如 下 分 类 . 

I:R(T)-Y; Il: R(T)-Y,fR R(T)ZY; Ill: R(T) Z Y. 

1: T! 存在 且 有 界 ; 2: T^ 存在 但 无 界 ; 3: T7! 不 存在 . 

图 1.4.1 给 出 各 种 分 类 不 可 能 发 生 的 条 件 . 其 中 阴影 部 分 表示 不 论 空 间 X Y 和 
AT T 满足 什么 样 的 条 件 , 都 不 可 能 发 生 ;“Y” 表 示 了 是 完备 空间 时 不 可 能 发 生 ; 
“X? RR X 是 完备 空间 且 人 EARI TERE; “X -RRT X 是 自 反 空间 
且 工 是 闭 的 时 不 可 能 发 生 . 

根据 上 面 分 类 , 谱 表示 可 以 简单 化 : 12 不 可 能 (Y 是 完备 空间 ) 

()A€ p(T) 6 OL-T)€11; 

(2) \€o(T) 6 (AI - T) €13UN 1UIL2UIL 3UIIL 1U HI 2U III 3; 
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(3) A€o,(T) & (AI — T) e 13UIL 3UIII 3; 

(4)A€o(T) & (AI-T) eH 1UII 2; 

(5) à €o,(T) & (AI — T) € III 1UIII 2; 

(6) À € e, (D) & (AI — T) € o (T), 1H A d IIT 1; 

(T) A € eg(T) & (AI-T)e( 13 H nu(T — AI) 2oo)U( I1 3 E nul(T — AJ) 2oo) 
U(IIL 1 E def(T — AI) 2 oo) U (IIT2 H def(T — AI) ^ oo) 
U( III 3 H. max[nul(T' — AZ), def(T — AI)) = oo). 


和 


el e| BER 
n E o 
oa 
no 
"M — — 
"NM 
ES a 


图 1.4.1 各 种 分 类 不 可 能 发 生 的 条 件 


III3 


III2 


mp 


Tiu 


I3 


+F 


I2 


al 
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首先 考察 高 等 代数 中 介绍 的 实 对 称 和 矩阵 的 特征 子 空间 . 

例 2.0.1 设 4 是 ”xym 阶 实 对 称 和 矩阵 (Hermite 4BEE), 则 A:R” — R” 是 一 
个 有 界线 性 自 伴 算 子 . 设 4 具有 m 个 特征 根 入 ,和 2,… (m < n), 它们 的 重 数 
分 别 为 ,12,… lm, 并 且 

lle ls =n. 
对 应 和 i(i = 1,2,---,m) 的 特征 子 空间 为 W = {xz € R° | Ar = Ax) (i = 
1,2,… ,m)， 由 高 等 代数 知识 可 知 ，N, c R 是 A 的 不 变 子 空间 , HL Ni 的 维 数 
等 于 L(i—1,2,--.,m). 

在 ,中 取 一 组 规范 正 交 基 zi zi2,… mu, (671,2, m), JU {zij|j==1,2,…， 
l; i= 1,2,… ,m) 形成 了 "中 的 一 组 规范 正 交 基 , Vo ER”, Jai, az，… ,Qn , St. 


£ = QI1211 02212 二 二 QT +--+ + Om Ens, 


W Pit = anti +--+ aX, 称 之 为 R TEN, 上 的 投影 算 子 , Vx cR", 


AB,z = AP (2.0.1) 

x= 》 Px; (2.0.2) 
i=l 

Az — 》 AX Par. (2.0.3) 


il 

PRK (2.0.2) 为 向 量 x FEARS 4 的 特征 空间 下 的 特征 展开 ( 谱 分 解 ). 

反 过 来 , 如 果 已 知 实 对 称 矩 阵 4 的 特征 系 或 某 些 特征 , 要 求 出 实 对 称 和 矩阵 A, 
这 一 过 程 称 为 逆 问 题 (inverse problem). 

例 2.0.1 PATEE REZA EKNER 4 的 特征 系 , 以 及 A 作用 于 某 
个 向 量 可 以 表示 为 几 个 向 量 的 和 的 形式 (2.0.3). 定义 在 无 穷 维 空间 上 的 算 子 是 否 
也 具有 类 似 的 表示 形式 , 或 者 有 其 他 更 为 简洁 的 表示 形式 ? 本 章 重点 给 出 无 穷 维 空 
间 上 的 几 类 特殊 算 子 的 谱 分 解 定理 . 


21 投影 算 子 
定义 2.1.1 WE X 是 无 穷 维 Hilbert 空间 , P € B(X), 若 
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(1) PP 是 自 伴 算 子 ; 
(2) P? =P, 
则 称 P 是 X 上 的 投影 算 子 (projection). 
Bik, 对 任意 的 x e X, 都 有 
IP z|| < llzll, (2.1.1) 
E [PI = 1. 
例 2.0.1 中 所 讨论 问题 中 的 P; 显然 是 投影 算 子 . 一 般 情 况 下 两 个 投影 算 子 的 
和 、 差 以 及 积 不 一 定 是 投影 算 子 . 
定理 2.1.2 Hilbert 空间 X 上 的 投影 算 子 P 和 P, 的 乘积 PP 仍然 是 投 
影 算 子 的 充 要 条 件 是 P, P, 可 交换 , BU 
P,P = PB. (2.1.2) 
证 明 SP, Pp 是 投影 算 子 , A Pi Pa 可 交换 , 则 
(Pi P2)(P1P2) = (P3)(PSP.) = Pi PoP, = Pi P,P2 = Pi Po, 
(PB) = PPY = PP = PP», 
故 PP 是 投影 算 子 . 
反之 , PQP, 是 投影 算 子 , 则 
PiP = (Pi P2)* = BP = PP. 口 
定理 2.1.3 WE P, P, Æ Hilbert 空间 X 上 的 投影 算 子 , 则 以 下 三 个 条 件 
等 价 : 
(1) 和 P, + P; REAT; 
(2) 
PP,—-0 (或 者 / 且 PRP =0); (2.1.3) 
(3) P, 的 值 域 Mi 与 P» 的 值 域 Ms 直 交 , BD Vr € Mi,y € Ma 有 rly. 
um (099 Ps) Sa). 
(a) E P +P ERKAT, 则 
Pi + Po = (P, + Pa)? = P? + PiPo + PaP, +P? 
= P + PP + PP + Po 
> RP +PP =0 
EN PD, 十 P PP = 0> P,P» = P, PoP; 
Pi PP + PP =0> PP, = -PAPP 
=> PP- PP, =0. 
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(b) & P,P, 20. Vy € Mi, Yyz € Mo, Jxi,zo € X, Pir =y, Pore = 
y2, 于 是 


(y1,92) = (Pizi, Pore) = (Z Pj P222) = (zi, Pi P222) = 0. 


(c) 4 Vy € Mi, yo € Ma, BA (1.92) 20, > 


M = {yi t+ yo | n € Mi, go € Mo} = Mı + M5, 


则 vz c X, 有 直 和 分 解 z = y 十 z, 其 中 ,ye M, ze Mt. WE y-y y, ne 
Mı, yo € Ma. BR, Py =y. Poy = yo, 所 以 (P1 - P5) = Pix Por =yit+yo = y, 
WP +P Æ M 上 的 投影 算 子 . 口 

定义 2.1.4 WP, P, Æ Hilbert 空间 X 上 的 投影 算 子 , 若 PX C PX, W 
称 P 是 P,IIBERAECT,HUIVrcPX, Piz = Pox, iH P < Pry. 

引 理 2.1.5 Ux P, A P, Æ Hilbert FA X 上 的 投影 算 子 , 则 以 下 三 个 条 件 
等 价 : 

(1) P, 是 P» 的 部 分 算 子 ; 

(2) 

P, Pa = PP=P; (2.1.4) 


(3) 
yzeX |Piz| € || Poel. (2.1.5) 


证 明 (1) & (2) 9 (3) 80). 

(a) KP, 是 P, 的 部 分 算 子 , 对 Vr e X, HF Piz € M (X = Mi), i 
以 , P;Px = Piz, BI P,P, = Pi. PIE (PP)! = Pt = Pi, 而 (BP)* = 
PYP = P,Po, BW PiP = PP = Py. 

(b) # P,P; = PP, = P, 则 由 式 (2.1.1), XJ Vr e X, A 


Piz] = ||P, Pox] < ||Pzzl]. 


(c) 反 证 法 . AP 不 是 P 的 部 分 算 子 , 则 ary € PiX, 但 zo € PX, 
o = Pyzo 是 zo TE PAX 中 的 正 交 投 影 , 则 || P2xol| = loll < jjzol| = Pirol, 这 与 
| 有 zl < ||Por|| (Vr € X) FE, WP, 是 P» 的 部 分 算 子 . 口 

定理 2.1.6 ”两 个 投影 算 子 P, P WH P, — P, 仍然 是 投影 算 子 的 充分 必要 
条 件 是 Pi 是 P 的 部 分 算 子 . 

证 明 B P-P BBRBAT, dd Ps = P-P, P; — P+ Ps, 由 此 可 知 ， 
PX c PX, 因此 P, 是 已 的 部 分 算 子 . 
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RZ, 设 P, 是 P) 的 部 分 算 子 , 则 由 引 理 2.1.5 的 条 件 (2) 得 


(Pa — PY = P? — PaP — PiP + PÈ = P — P, (2.1.6) 


X (Pa - P) = P3 — Pt = P- P, W P- Pi BRB. m 

设 4 为 全 上 的 线性 算 子 , M 为 X 的 子 空间 . vf eM, 都 有 Af eM, 则 称 

M 为 4 的 不 变 子 空间 ; 若 M 及 ML =X M 均 为 4 的 不 变 子 空间 , 则 称 算 子 A 

被 M 所 约 化 . 一 个 算 子 若 被 一 个 子 空间 所 约 化 , 则 它 就 可 以 归结 为 在 约 化 空间 及 
其 正 交 补 的 两 个 子 空间 上 的 两 个 独立 线性 算 子 的 和 , 即 

X=MOM-, (2.1.7) 


m A= A @ Ao, HH, Ay 2A: Mo M, Ap: Mb — MH. 
命题 2.1.7 设 M ÈX RTENE, P AM 上 的 投影 算 子 , 则 线性 算 子 4 被 
M 所 约 化 的 充分 必要 条 件 是 


AP = PA. (2.1.8) 


证 明 Æ AP = PA, 则 对 任 取 的 f eM, ge M+, 都 有 Af =APf=PAfe 
M, 而 


(Ag, f) = (Ag, Pf) = (PAg, f) = (APg, f) = (0, f) = 0, (2.1.9) 


所 以 Ag.Lf, 从 而 Ag € M+, 因此 4 被 M 所 约 化 . 

反之 , 车 ABR M 所 约 化 , 则 对 vf e H 都 有 正 交 分 解 f = fi + fe, 其 中 ， 
he M, foe M+, 从 而 APf = Afi, 而 PAf = P(Afi + Af) = PAf, = Afi, W 
AP = PA. [1 


2.2 谱 族 ( 谱 测 度 ) 和 谱 积分 ( 算 子 积分 ) 


2.2.1 ”定义 在 实 轴 上 的 谱 族 


为 了 研究 自 伴 算 子 和 正常 算 子 的 谱 分 解 , 需 引 入 谱 族 的 概念 , 这 里 先 给 出 定义 
在 实 轴 上 的 谱 族 . 

定义 2.2.1 Wt (Ex) 是 定义 在 无 穷 维 Hilbert 空间 X 内 一 个 含 实 参 数 和 的 
投影 算 子 族 , 若 满足 条 件 

(1) 单调 性 : 当 A < p IY, Ey < Ep; 

(2) 右 连 续 : 对 任何 实数 A, Em, E, = Ex 


6) im By =0, „im By = 1, 
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则 (EX) 称 为 谱 族 (HEM BE) (spectral family, spectral measure), 其 中 , 极限 都 是 在 强 
收敛 意义 下 的 极限 ， 


OK (E) 具有 如 下 性 质 : 
(1) 若 A« H, 则 EXE, = E E =F); 
(2) # A = [o,8], A’ = [o/, A], AE, = Eg — Ea, A'Ey = Ep — Eo, 则 当 


ANA’ = B, ABAD = 0, 4 ANA’ =A" 时 , ABA Es = A" Ey; 

(3) 对 于 任何 f € X, pA) = (Baf, f) = Efl? 是 (700,00) 上 关于 A 的 非 负 
单调 非 减 函数 , 并 且 p(-co) = 0, p(oo) = [|f]. 

上 述 性 质 可 根据 引 理 2.1.5 和 定理 2.1.6 证 得 . 

GJ 2.2.2 W DES CR AFR, H A; 一 oo (j 一 oo), (P, ETE 
0， “天 小 
Py, i=j, 


JJ Hilbert 空间 石上 的 投影 算 子 族 , 且 两 两 相互 正 交 , BY Py, Py, = | 


MA H—'6P,H, & EQ) = 》 Py, WX VE e H, AER, EQ)f = Y, PA. 
j=l 


<A AKA 
容易 验证 {E(A)} 是 H 上 的 一 个 谱 族 . 
设 [0,8] 为 一 有 限 区 间 , 作 分 划 Dp: a = Ao € M € 92 € c <n = f. 
4 Ai = Ds] 6 = max (Ar — Aca). 对 于 给 定 的 谱 族 {E、} 及 任 一 实 函 数 
L(A) € Cla, 8], 作 Riemann 和 


SU.) = Y u(62A.E., (22.1) 


其 中 ， £i 是 A, 上 的 任意 一 点 ， A, Fy = E», — Ez,- 
定理 2.2.3 3$ LA) 为 [a, 6) 上 的 连续 函数 , 则 lim S(Dn) 按 范 数 收敛 . 
证 明 aA 为 [a,8] 上 的 连续 函数 , 从 而 一 致 连续 , 于 是 , 对 ve > 0, 36» 0, 
使 得 VÀ, Y € la, 8], 只 要 [A — X| < 5, 就 有 
HO) ~ HO) < 5, (2.2.2) 
在 [a, 8] 上 任意 作 两 个 分 划 
Dn : & = ào < M €: < An = B, 
Dm : Q = W «ww <i uf, 
满足 max |A, -à| <6 Al max |v; — vi- i] <6. 
再 将 Da 与 Dm 的 分 划 点 合并 在 一 起 得 到 新 的 分 划 


Dp: a= <<< € T9 — B. 
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根据 谱 族 的 性 质 可 得 
-ÉI < S(Dy) - SQ») < ÊI, 
E € 
-51 < S(Dy) - S(Dm) < 71, 
从 而 
-el < S(Dn) - (Dm) < el, 
因此 ， 


lS(D«) - S(Dm)l| < €. 
所 以 ,5(Dn) 按 范 数 的 极限 存在 , 即 lim S(Dn) BEBO, n 
由 上 面 讨论 可 知 , 当 5 0 BY, SDr) 趋 于 唯一 的 一 个 极限 算 子 , & 


n B 
Jing 50.) = jm) MEAIB = n p(B, 


显然 , 极限 [ LAJE, 是 一 个 线性 算 子 , 称 为 谱 积 分 ( 算 子 积分 )(spectral in- 
tegral, operator integral). 

定理 2.2.4 WR (Ei) 是 定义 在 无 穷 维 Hilbert 空间 X 上 的 谱 族 , 实 函数 
AAA € Cla, 8], 则 


8 
(1) n MAJE, 是 自 伴 算 子 ; 
(2) Vf,g € H, 
B B 
f m) - f w(A)(Es f, 9), (2.2.3) 
特别 地 ， 
B 2 B 
| f n(XàEMf| = / [p(s A; (2.2.4) 
(3) 
B 
| / p(A)d E. < max |u(A)l. (2.2.5) 


WEBB (1) 由 于 S(Dn) = 9  n(&)A&Es, 而 {Ai 有 区 ]} 人 :是 相互 正 交 的 投影 算 


t=1 
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F, 故 S(Dn) 也 是 自 伴 算 子 . 又 由 内 积 的 连续 性 , 极限 算 子 必 是 自 伴 算 子 . 


(2) 对 于 分 划 D, : a = ào € 1 € < An = B, & A'E, = I Ep, A" Ey = Ea, 
则 对 任意 f,g c X, 有 正 交 分 解 


nr 
g = A'Eg + A" Exg + 9 AiEA9， 
2=1 


于 是 
(S(Dn)f,g)= (Su EAE, f, A'Exg + A" Eng + YA Bas) 


:=1 i=l 


- (Pu &)A,E, f. Sia, Bas) 


i=1 
— MEAE f, 9). 
i=1 


+ o(A) = (Ex f. 9); 则 


(A, Ef, 9) = o(ri) 一 OCX， 1) — A,o(A), 
由 于 


> lAl) =A AES, 9) 
i=1 1=1 


=》 (AES f, A. Exg)| 


i=1 


n 
€ V JAB fl - LAE gl 
2 一 1 
<5 DNAs? + AE’), 


i=1 


ras 


从 而 ， 
yia oO < z (IP + lgl), 
因此 , cQ) AEN SESE. 于 是 


lim (S(Dn)f.9) = Jing 2 Hl) Avo), 
即 


B B B 
( f TE [ wae) = f wo9at 9 
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又 由 于 I15(D.)fl? = (SCD«)f, S(D«)f), 所 以 ， 
(> MABAS MEAD) = Mw GA . 


1—1 i=1 
4 6 — 0 时 , 得 
2 


B 
- f p2(A)d|| Es f]. 


8 
f p(A)dEy f 


(3) $ M = wax A), JU 


B ? — [B 8 
] oars] = [ease sae f atn? < tup, 


J f aam 


综合 上 述 结论 可 以 看 出 , 当 谱 族 确定 时 , 利用 谱 积 分 可 以 将 [a, 8] 上 的 任 一 实 
值 连续 函数 (A) 对 应 到 空间 B(X) 上 的 一 个 有 界 对 称 算 子 ( 自 伴 算 子 ), 把 这 种 对 
应 关系 记 为 


即 <M. 口 


8 
F(u) = / pads, (2.2.6) 


则 F(u) 是 有 界 对 称 算 子 , BI F : Cla, 8] aA) > F(u) € B(X). 
上 述 结论 也 可 以 扩充 到 复 值 连续 函数 上 . 设 ui = jp ripa, 其 中 , Mi(A),Ha(A) € 
Clo, 8] 是 实 值 函数 , 则 


B B 
F(u) = f m(NaB ti | PICS (2.2.7) 


F -#—* Cla, 6] 上 的 复 值 连续 函数 六 对 应 到 BX) 上 的 一 个 有 界 算 子 F(u), 
但 不 再 具有 对 称 性 , 而 是 具有 以 下 性 质 . 


定理 2.2.5 

(1) Flapt ev) = eF(p) + eaF(v); (2.2.8) 
(2) F(uv) — F(u)F(v); (2.2.9) 
(3) F(u)' = F(a); (2.2.10) 


(4) n(920 (esA<D > F(u)20. 


证 明 (1) 线性 性 显然 . 


2.2 TÉ ( 谱 测 度 ) 和 谱 积分 ( 算 子 积分 ) .27 . 


(2) 对 于 [a, 6] 的 同一 个 分 划 a = Ao < M < c < An = B, DIE Riemann 和 


S(Ds)s = X u(&)A En, 
i=1 


S(Dn)v = S v(&) AC. 
i=l 
0, ifj , 
Aif), t= 也 


nr 


S(Dr)wS(Dn)v = 》 Méné) AEn = S(Dn)uv, 


i=1 


nama] 


4 60, 
B B B 
/ MESETA n v(AdE, = f POTES 
(3) Æ n) = 110) + iu2 0), 则 对 于 任意 的 f,g € X, 


(F(u)f,9) = Ff. 9) + Fus), 9) 
B B 
= f mACE f, 9) +i J pa (X)à (Ea f, 9). 


8 B 
(f, F(u)" 9) = (F(u) f, 9) = f dE +i n us Qd (Es f, 9) 


B Bo no 
一 f wi(A)d(Eyg, f) +i n pa(A)d (Eg, f) 


-3 ZB. 
= f m(A)d(Exg, f) +i f Ha(A)d(Eyg, f) 


a a 


— (F(m1)g, f) * i(F(uz)a. f) 
— (f, F(u1)g — iF(uz)g) = (f. F(p)g). 
(4) #4 pA) 20. (o € A « B), W 
B B 
EWED - f uot. = f na > 0. ] 
由 定理 2.2.5 得 到 F*(u)F(u) = F(g)F(u) = F(u)F*(u) ,所 以 , F(u) 是 一 个 


有 界 正常 算 子 , BI F 将 一 个 Cla, 8] 上 的 复 值 连续 函数 LA) 对 应 到 BX) 上 的 一 
个 有 界 正常 算 子 F(j). 
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我 们 可 以 将 定理 2.2.3~ 定理 2.2.5 推广 到 无 界 算 子 上 . 设 uA) A (—00, 00) 上 
的 连续 函数 , D(u) 记 为 x 中 的 如 下 集合 


Diu) - (re x| [^ wo)? atti < oo]. (2.2.11) 


则 对 任何 f c D(u), 定理 2:24 和 定理 2.2.5 均 成 立 . HS F(u) = J ^ uA) dA, 


则 有 如 下 定理 . 
定理 2.2.6 WR (Ex) 是 定义 在 无 穷 维 Hilbert 空间 X 上 的 谱 族 , pA) AE 
XE (—o0,o0) 上 的 连续 实 函 数 , 则 


B 
(1) f noyaE, 是 自 伴 算 子 
(2) Vj,g € D(u), 有 


B re 

(f aes) - [uoa (2.2.12) 
B 2 B 

VAS. = | woran. (2.2.13) 


定理 2.2.7 (1) Vf € D(u)n D(v), 
F'(ep + cau) f = evF'(u)f + eaF'(v)f; (2.2.14) 
(2) Vf € D(v) n Diu), 
F'(uv)f = F'(u)F'(v)f; (2.2.15) 


(3) 
F'(u)" = F'(@); (2.2.16) 


(4) 车 在 (—00,00) 上 恒 有 uA) 2 0, 则 在 D(u) E, F'(u) 2 0. 

同 理 , P" 将 (—00, +00) 上 的 任 一 实 值 连续 函数 (A) 对 应 到 空间 L(X) 上 的 一 
个 自 伴 算 子 , 将 (—00, +oo) 上 的 复 值 连续 函数 /p(A) 对 应 到 L(XX) 上 的 一 个 正常 算 子 . 
2.2.2 ”定义 在 Borel 集 上 的 谱 族 

2.2.1 小 节 中 的 结论 也 可 以 扩充 到 一 般 的 局 部 紧 拓 扑 空间 上 . EK 是 一 个 局 部 
紧 拓 扑 空间 , 如 是 K 上 的 一 切 Borel 子 集 组 成 的 集合 类 , WX 是 Hilbert 空间 , 用 


P(X) 表示 X 上 的 投影 算 子 的 全 体 . 
定义 2.2.8 WE E J& B 到 P(X) 的 一 个 映射 , 满足 条 件 : 


2.2 谱 族 ( 谱 测 度 ) 和 谱 积分 ( 算 子 积 分 ) :29- 


(1) E(X) =I, E(2) — 6; 
(2) 对 于 B 中 互 不 相交 的 Borel 集 序列 {4}, 


E (U 4) = 8s- dim Y^ E(A), (2.2.17) 


其 中 s-lim 表示 算 子 的 强 极限 , 称 三 元 组 (K, B, E) 是 一 个 谱 族 . 
显然 谱 族 (C, B, E) 有 下 列 性 质 : 
(1) E(2) = 0; 
(2 VA, € B (¢=1,2,---,n), A:N A; = O45), BA 


E (Ù 4) - Y BA); (2.2.18) 


(3) # Ai, A2 € B, W 
E(Ai N A2) = E(Ai) E(A35). (2.2.19) 
从 上 述 定义 和 性 质 可 以 看 出 : 谱 族 E 是 测度 空间 (K,B) 上 一 个 取 值 于 Hilbert 
空间 X 上 的 投影 算 子 的 测度 . 为 了 便于 研究 , 引入 Riesz 表示 定理 . 
定理 2.2.9 # M 是 一 个 Hausdorff 紧 空 间 , 则 vf e C(M)* 都 有 唯一 的 复 
{Ë Baire 测度 , 即 存 在 完全 可 加 的 集 函 数 u, 使 得 |j(M)| < oo, 且 满足 Vy € C(M) 


(f,~) = f p(z)du, (2.2.20) 


M 
其 中 , C(M)* = BV (M). 
在 BV (M) 上 引入 范 数 [el] = supfle()llz € M}, 则 Vz,y € X, Yp € C(M) C 
BV (M), 映射 


e  (e(M)z. y) 
可 以 看 成 是 C(M) 上 的 一 个 连续 线性 泛 函 , JF H. 
|((p(M)z, y)| < Ie (MD) - Marl - lall = ellccao > lell- Iyl- 
由 Riesz 表示 定理 , 存在 M 上 的 复 Borel 测度 mey, 使 得 
(oM) =f o(2)mey(d2), 


称 mz,y(dz) AS x,y € X 相关 联 的 (M, B) 的 测度 . mey 是 复 值 集 函 数 , 对 M 上 
的 任意 Borel #0, 有 


me,y() = f ma (dz). 
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测度 mo, 具有 完全 可 加 性 , 即 对 于 M 中 两 两 互 不 相交 的 Borel 可 测 集 N, 
(1o, .…, 有 


oo oo 
May (U 2j = 》 me y(On); 
n=1 n=1 


而 且 还 具有 如 下 性 质 
(1) 
m.s) sup |f o2)mey(dz) = sup CM) < Iel- vl; 
" edah HM An 


(2) 对 于 任意 的 Borel QC M, m4,(0) 关于 z, y 是 双 线 性 的 , BH 


Mazı tazzz, y(Q) = 01 Maiy (N) 十 aa mz, ,((1), 


Tis, B1y1--B2y2 (Q) = Bi mau, (9) + Bo Maya (Q). 
车 we BV(M) = C(M)* , Vz,yeX, > 
ay(ay) = | M) ma (d), 
WW ay(z,y) Æ X x X EB]—^TOW£ETEIZ ER, 而 且 
lava.) < Wllaven | Imss(42) < plavenlel ll 
M 
由 Riesz 表示 定理 , 存在 唯一 有 界线 性 算 子 , WA v(M), 满足 
(b(M)z, y) = n V(z)m; y (d), 
并 得 到 BV(M) 到 B(X) 上 的 一 个 映射 
T: e vy(M). 
E McK-C,(K,B,E) 是 谱 族 , 则 Vz,y e X, NEB, 
(E(Q)z, y) 一 n Mz,y(dz), 


XF z eC, WwW, = {st+ite M|s < Rz,t < Sz), > E(z) = E(0,), mey(z) = 
Mzy(Qz), W mz, (z) = (E(z)z,y). 从 而 式 (2.2.21) 转化 为 下 列 形式 


(é(M)a, y) = 人 V(z)dms y(2). 


2.2 We ( 谱 测 度 ) 和 谱 积 分 ( 算 子 积分 ) - 31 . 


更 一 般 地 有 如 下 结论 . 
定理 2.2.10 设 和 是 Hilbert 空间 , M 是 C 中 的 有 界 闭 集 , (C, B, E) 是 由 按 


如 下 方式 定义 的 谱 族 , E:B— P(X), 


E(Q)- rxonw， YEB, (2.2.21) 
其 中 xa 表示 Borel 集 A 上 的 特征 函数 
1, z€4A, 
XA(z) = | 0, zd, (2.2.22) 


#UNM=2, M] E(U)=0, E(C) = E(M)— 
对 于 任意 的 pe BV(M), 存在 唯一 的 算 子 o(M) € B(X), 使 得 Vx,y € X, 


(v(M)2u) = | ABl), y), (2.2.23) 
而 且 
e(M) = n p(z)dE(z) (2.2.24) 
在 一 致意 义 下 收敛 . 
证 明 ”只 和 需 证 一 致 收敛 即 可 . BE o(z) = p(z)+iv(z) e BV(M) WAL k < u(z) « 
K,l&v(z) < L, 对 于 任意 分 划 D: 
k = agp <a) <ag<-:-<a,=K, 
L= bo <b «bo <- <b =L, 
任 取 £p € [ap_1, apl, Na € [bg—1, bal (p,q = 1,2,- tT ,n), fef 
Sp= YG + ing) E(Apq), (2.2.25) 
p,q 
HF, Ap = {z € M|u(z) € [ap-1, ap],v(z) € [obj Ve > 0, 36 > 0 (R ô < €), 
E |Apal = max (ap — ap—1) + (bg — bg-1)} < ô 时 , 对 于 Vép: "la 均 有 


Iw(M)— Sp|- max 


lel i, “ful 


> 人 Ie(z) — (ép + ina)]d(E(2)z,y) 


Pq 


>> Í lá (ss) 


< sup 
lizI<1, visi Sy 


5 人 ld(E(z)a. y) 


一 sup 
lzllg1, ll &1 


<ê sup  |||-|yl| — 9 < e. 
lzl<l liy 
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定理 得 证 . D 
2.2.8 p(x) 是 Borel 可 测 函数 时 的 算 子 表示 

W X E Hilbert 空间 (C, B, E) 是 一 个 谱 族 , E: B o P(X). 设 f(z) ZAR 
Borel 可 测 函 数 , vm, y € X, > 


(Nau) = | fat.) (2.2.26) 
引 理 2.2.11 ER (2.2.26) 所 定义 的 (f) 满足 

1) 
onal? = | FOEGE (2.2.27) 

(2) 
eF) = O(f)"; (2.2.28) 

(3) 
&(of + Bg) = o9(f) + P(g), oh € C; (2.2.29) 

(4) 
B(F9) = &(f)9() (2.2.30) 

(5) 
lel = Ill; (2.231) 


(6) Zi T € B(X), N) TE(A) = E(A)T, VA € B ( Borel 集 ) 必须 上 且 仅 需 对 一 切 
有 界 Borel 可 测 函 数 f, TE(f) = e(f)T, B f 可 由 简单 函数 h 逼近 . 

WEBB 设 {G1,C2,… ,Cn} 是 C 的 一 个 分 划 , Vz € C; ,定义 A(z) = a; (i = 
1,2,.--,n), 这 样 定义 的 h(z) 是 一 个 简单 函数 . 构造 B(h) € B(X), 


i=1 
由 于 E(C;) 是 自 伴 的 , 所 以 
(h) = STEC) = O(h). 
i=l 


BE {C1,C2,… ,C4} EC 的 另 一 个 分 划 , k 是 另 一 个 简单 函数 , 满足 在 C E, 
k(z) = j, 则 


2.2 X ( 谱 测 度 ) 和 谱 积 分 GET EU) 33. 


$(h)b(k) = Y o;E(C;nC)). 
1xàüj€n 
由 于 hk 也 是 简单 函数 , H 6 C; C; 时 , (hk)(z) = a:b, 所 以 
®(h)O(k) = (hk). 
同 理 , Vo, 6 e C, 
(ah + Bk) = að (h) + 8e (Kk). 


对 Vz,y € X, 由 O(h) 的 定义 有 
Ohr) = 37 alEO) = | hdlBlz)ey) 


1&ign 


而 &*(h)O(h) = O(h)@(h) = &(hh) = (|h[?), 1 
NE (A)z|? = (9*(h)&(A)z, x) = (&(Ih?)z, x) = J |h A(E(2)x, x), 


于 是 , [[e()z|| < [All - æl. 
另 一 方面 , 4$ z € R(E(C;)), W &(h) = o; E(C;)z = ajz, 选取 j, 使 得 |aj| = 
|i, 则 
| (h)z]] = |) Al] - |x|), 


因此 , h) = Ill: 
这 说 明 对 于 简单 函数 性 质 (1)~ 性 质 (5) 成 立 . 对 于 一 般 的 有 界 Bore 可 测 函 
数 , 通过 简单 函数 列 一 致 逼近 即 可 证 明 , 口 


以 上 结论 也 可 推广 到 无 界 Borel 可 测 函 数 f 的 情形 . 
引 理 2.2.12 Wt f 是 复数 域 C 上 的 Borel 可 测 函 数 , > 


Dr = t € x| f vraies? « JI (2.2.32) 
WW D, 是 X 中 的 笛子 集 . E zy € Dy, 则 
UCET ( [ Paley): (2.2.38) 


XE 了 是 有 界 的 , v = O(f)y, W vx, y € X, 
d(E(z)z,v) = fd(E(z)z, y). (2.2.34) 
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证 明 XF n= 1,2,3,---, WA, ={zEC| |f(z)| <n}, € x € R(E(A,)), 
W VA € B, 


E(A)z = E(A)E(A,)z = E(ANA,)z, 
(E(A)z, 2) = (E{ANA,)z, x), 


因而 J |f|?d(E(z)z, 2) = J |f|?d(E(z)z,z) < n?|lz||? < 00, 即 R(E(An)) C 
^ AnAn 


Ds. Wye X, HF C= [J An, 所 以 ,y= jim E(An)y, 因此 ye Dy, 故 ,Dr 是 X 


中 的 笛子 集 . = 
给 定 ny CX, 设 是 有 界 的 , 由 测度 理论 的 Radon-Nikodym 定理 知 , 存在 可 
HRB u, ul = 1, 使 得 


Bfd(E(z)z, y) = |fld(E(z)z, y), 


即 | [inae 2 = ((&(/)2,9)l < IQ lyh 由 引 理 2.2.11 得 


lle(uf)al? = n lf Pal] (2a)? = 人 [PdllB(z)zll2. 


当 了 为 任意 的 Borel 可 测 函 数 时 , z € Dj, y € X, xa, f 是 有 界 的 Borel 可 测 
函数 , 其 中 xa, 是 A 上 的 特征 函数 , 则 


人 Jfld(E(z)z, | = d Ixan f ld(E(z)z, v) < llull EGxa, Dal 


=i (f realea 


345 n oo 时 , 式 (2.2.33) 得 证 . 
对 于 任意 的 有 界 可 测 函 数 g， 


f gd(E()e, v) — (&(g)a, v) = (&(g)z, (F)y) 
= (&(f)(gys. y) = (&(Ta)s. y) = [ gfa(E(2)s, y), 


所 以 , a(E(z)z, v) = fd(E(z)z,y). 口 
定理 2.2.13 设 X 是 Hilbert 空间 , (C, B, E) 为 一 个 谱 族 , 复数 域 上 的 每 一 
个 Borel 可 测 函 数 f, 都 对 应 着 一 个 X b SbEHAUTO() DOC) = Dj, 满足 


(&(f)r,y) = n f(z)d(E(z)2,y), V2 € Dy,yc X, (2.2.35) 


并 且 
I&C]? = f |fPallE(l)zl?. (2.2.36) 
C 


证 明 ”对 固定 的 z € Dy, 由 引 理 2.2.11 PSK (2.2.27) 知 , 映射 
P d(E(z 
y [ fa(E(2)2, y) 


是 X Literate PR, 其 范 数 不 超过 ( [ | paleal?) ,所 以 存在 唯一 
的 元 , WHE D)e c X, 使 得 


(Nav) = [ JABE) 


并 且 
eal? < f IPAE. 
c 


显然 , 5(j 在 D, 上 是 线性 的 , 而 且 f O(f) 也 是 线性 的 . 
记 fo = flnn 是 了 的 截断 函数 , 由 于 f 是 有 界 的 , 所 以 , Dj = Dy. 由 控 
制 收敛 定理 , 对 Vz e Dy, 


(fx — &(f.)a] < n If- falPdE(z)sl — 0, n — oo. 
由 引 理 2.2.11 可 知 
ls(Fo)zl2 = f |f Pal Ead, 
Cc 


4 n — oo, 则 式 (2.2.36) 成 立 . 口 

至 此 , 已 经 证 明了 对 每 一 个 Bord 可 测 函 数 f, 都 存在 稠 定 线性 算 子 of) 以 
D, 为 定义 域 , WEA (2.2.27) MA (2.2.29), 而 且 具 有 如 下 性 质 . 

定理 2.2.14 ho EHEM 2.2.13 所 给 出 的 从 C 中 Borel 可 测 函 数 到 X 上 
称 定 线性 算 子 的 对 应 关系 , 则 对 任意 的 Borel 可 测 函 数 f, g, 

(1) €(f)9(g) C (Fg), D(9(/)9(g)) = D Drs; 

(2) &*(f) = O(f); 

(3) &(f)e*(f) = e*(f)e(f); 

(4) €(/)6(g) = 9(fg) © Dr; C Dg. 

证 明 ” 见 文献 212] 第 88 页 . 口 
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2.3 正常 算 子 的 谱 分 解 


根据 2.2 节 中 的 讨论 可 知 , 对 于 无 穷 维 Hilbert 空间 X, 存在 谱 族 , 通过 谱 族 引 
入 谱 积分 , 建立 了 连续 函数 (或 可 测 函 数 ) 与 线性 算 子 之 间 的 对 应 关系 . 当 函 数 为 实 
函数 时 , 所 对 应 的 算 子 是 自 伴 算 子 ART); 当 函 数 为 复 值 函数 时 , 所 对 
应 的 算 子 是 正常 算 子 . 那么 , 对 于 正常 算 子 和 自 伴 算 子 , 是 否 在 无 穷 维 Hilbert 空间 
X 中 也 存在 相应 的 谱 族 , 使 得 正常 算 子 和 自 伴 算 子 也 可 以 表示 成 为 谱 积分 或 积分 
SEF? 这 就 是 所 谓 的 谱 分 解 . 


2.31 ”有 界 正常 算 子 的 谱 分 解 


WN 是 定义 在 Hilbert 空间 上 的 有 界 正常 算 子 , N 的 谱 集 o(N) c C RAR 
闭 集 , B 表示 复 平面 C 上 的 Borel 集 类 . ZN E: B P(X) MF: 


E(Q) = TXono(N), VOC B, (2.3.1) 
其 中 , x4 由 式 (2.2.22) 定义 , 表示 Borel 4 A 上 的 特征 函数 , 而 r 是 由 式 (2.2.21) 


所 定义 的 映射 . BIR, 车 UNno(N) = 2, 则 E(U) 20, E(C) = E(o(N)) =I. 
由 2.2 节 的 讨论 , 我 们 也 可 以 得 到 一 个 谱 族 (C, B, E), WA Yz,y € X, 


(aa) f. ayy TVOR = ma (0 O(N), (2.3.2) 


XF z EC, WQ = {s + it € o(N) |s < Rz, t< Sz}, FH 
E(z) = E(0,), mz,(z) = ms,,(0,). (2.3.3) 
则 有 msy(z) = (E(z)z, y), BOA v € BV(o(N)) 时 ， 
N)z,y) = Z)Mzy(dz) = z)dmz,,(z), 2.3.4 
(Nos) | Pomel) =f emey) (2.8.4) 


这 样 就 得 到 了 有 界 正常 算 子 的 谱 分 解 定理 (证 明 见 定理 2.2.10). 

定理 2.3.1 BN 是 Hilbert FE X 上 的 一 个 有 界 正 常 算 子 , (C, B, E) 是 由 式 
(2.3.1) 定义 的 谱 族 , 则 对 于 任意 的 pe BV(o(N)), 存在 唯一 的 算 子 p(N) € B(X), 
使 得 Vx,y € X, 


(e(N)a, y) = n NOD (2.3.5) 


即 在 一 致 收敛 意义 下 
p(N) = f p(z)dE(z). (2.3.6) 
c(N) 
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事实 上 , 可 以 验证 按 算 子 范 数 在 Lebesgue 积分 意义 下 式 (2.3.6) 右 端的 积分 收 


SX, Er ST. (N). 
定理 2.3.2 设 N 是 X 上 的 有 界 正常 算 子 , 对 于 任意 的 pe BV(o(N)), $8 


分 J e(z)dE(2) 在 一 致意 义 下 收敛 , 而 且 
o(N) 


oN)= | WEG), (2.3.7) 
e(N) 
其 中 , E 是 由 式 (2.3.1) 定义 的 谱 族 . 特别 地 , 对 vr c X, 有 
p(N)x -f e(z)dE(z)x. (2.3.8) 
a(N) 
ER v(z) = z, WA 
N= zdE(z). Na= zd E(z)z, 3. 
ELO ELO (2.39) 
(Nz,y) = J zd(E(z)zm,y), Vr,y €X. (2.3.10) 
c(N) 


推论 2.3.3 ”对 于 任意 pe BV(o(N) 及 zeX, 有 
ein)? = f fle(z)2allB(z)zl2. (2.3.11) 
o(N) 
证 明 BA (2.3.4) 得 
le(N)zl2 = (p(N)z, e(N)2) = (p(N)'p(N)z, a) 
=| wpPmeatds) = [deas 2). 
c(N) o(N) 


而 mzz(z) = (E(z)z, £) = |E(z)z|. 得 证 . 口 
推论 2.3.4 设 4 是 有 界 自 伴 算 子 , Wo(A C R, B. 
A= AdES, (2.3.12) 
c(A) 


其 中 , E, = E((-oo,A]no(A)), -œ < 入 < oo. 
易 证 : 
(1) 43A« X Bf, Ex < Ey, Bl Ey — Ex 2 0; 
(2) Ex = 8- ,m Evi 
(3) E, 20, E, = I, 其 中 , a=info(A), b =supo(A). 
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12.3.5 BU 是 一 个 西 算 子 , 则 c(U) c S! (S! 表示 单位 球面 ), 而 且 
2x , 
— 16 
U= f el^d Fs, (2.3.13) 


其 中 Fy = E(c(U) n eo). 
2.3.2 ”无 界 正常 算 子 的 谱 分 解 

引 理 2.3.6 tT Æ Hilbert 空间 x 上 的 稠 定 闭 算 子 , + Q = 14+7T"T, 
D(Q) = D(T*T), 则 

(1) Q Æ D(Q) 到 多 上 的 1-1 映射 ; 

(2) 存在 Be B(X), C € B(X), WE |B| <1, ICI <1, 且 B 是 自 伴 算 子 ,使 
得 C=7TB, 并 且 


BQcCQB-I; (2.3.14) 

(3) id T|pcr-7; = T", 则 它 的 图 满足 T(T") = rT). 

WEBB (1) 对 于 任意 x € D(Q), Tz € D(T*), 

(xz, Qz) = (zz) + (Tz, Tz), (2.3.15) 
故 le@zll > llzl , Q 是 1-1 的 . 

(2) Æ X x X EsE RET. V : (my) > (y, 2), È T(T*) = (VT(T))+ 可 知 ， 
XxX =T(T*)@(VI(T)). FÆ vh e X, 存在 唯一 的 be D(T) 和 唯一 的 ce D(T*), 
使 得 

(0, h) = (e, T*c) + (— Tb, b). (2.3.16) 

定义 算 子 B:h b; C:hc, 显然 B 和 C 是 线性 算 子 . 又 由 于 

(e, T*c) L (—Tb, b), 
所 以 ， 
|| (0, AXI? = |e, T*e)||? + || C75, b) ||? = lell? + |]T*el]? + Toll? + lol? 
— All? > Hell? + IP, 
& |[B|| < 1, ICI] <1. 
X HX (2.3.16) 可 知 


c=Tb > Ch= TBh, 


e-Tb=0, h=T*e+b > 
h = T*Tb + b = (T*T + I)b = Qb = QBh. 
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E h 的 任意 性 得 , C = TB, QB = I. 由 此 可 知 , Q 是 DQ 到 X 上 的 映射 , B 是 
X 到 DQ) 上 的 一 对 一 映射 . 
对 vy e D(Q), 存在 唯一 的 he XX, 使 得 Bh = y, 于 是 


BQy = B(QB)h = Bh = y, (2.3.17) 


从 而 , BQ c I. 
X Va € X, 存在 唯一 的 ye D(Q), 使 得 Qy = z. HT Q 是 自 伴 的 , H Q > 0, 
所 以 ， 
(Bz, z) = (BQy, Qy) = (y, Qy) > 0. (2.3.18) 
同时 Q*B* = (BQ) > I* = I, QB* = I, W QB =I. S B=B, Mit B 是 正 自 
HES. 
(3) HFT BAST, 所 以 I(T) 是 X x X 中 的 闭 子 空间 , E rT) 本 身 也 是 
一 个 Hilbert 空间 . 设 (z, Tz) € 1(7")+, M vx e D(T*T) 
0 = ((z, Tz), (z, Tz)) = (z, zx) + (Tz, Tv) = (z,Qz), (2.3.19) 


X R(Q) =X, 从 而 z—0, 故 I(r’) = I(T). 口 
下 面 将 利用 有 界 正 常 算 子 的 谱 分 解 来 导出 无 界 正常 算 子 的 谱 分 解 , 设 N 是 
X 上 的 无 界 正 常 算 子 , 构造 一 列 两 两 可 交换 的 投影 算 子 {Ph 满足 LP,=sIK 
PN C NP, W NP; 是 有 界 正常 算 子 . 由 NP, 的 谱 族 可 导出 N 的 谱 族 . 
定理 2.3.7 设 N 是 Hilbert 空间 X 上 的 无 界 正常 算 子 , 则 存在 唯一 的 谱 族 
(C, B, E) 使 得 
(Nz, y) = Jas. Va € D(N), Vy € X, (2.3.20) 


N — [zdE(z). (2.3.21) 
证 明 (1) 构造 投影 算 子 {P} SET SET. N, 由 引 理 2.3.6 知 , FE B,C € 
B(X), 满足 |B| <1, |C| < 1, B 2 0, C = NB, 并且 
B(I + N*N) c (I+ N*N)B =I. (2.3.22) 
又 因为 N*N = NN*, 所 以 ， 
BN = BN(I + N*'N)B = B(I- N'N)NBC NB — C. (2.3.23) 


于 是 BC = B(NB) = (BN)BC CB. HT B,C AFR, 所 以 BC = CB. B 是 有 界 
自 伴 算 子 , 对 任意 有 界 NP, 可 测 函 数 yp(z)， 
p(B)C = Cy(B), (2.3.24) 
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而 [B] < 1, B 是 正 的 自 伴 算 子 , W o(B) c [0,1]. 设 EB BAT B 相关 联 的 谱 
族 , 因为 B 是 一 对 一 的 , 所 以 0 d op(B), E53({0}) = 0, W B 的 谱 集 在 (0,1] E. 
E?(0,1] = 了 ,选择 (4)(1 = to > t > te >) ,使 得 lim t; —0. 考虑 特征 函数 


xi(t) = | RA S tias (2.3.25) 
设 
no-l 0, t=0, i = 1,2,3, , 
WW f;(t) 是 e(B) 上 的 有 界 变 差 可 测 函 数 . 


定义 投影 算 子 
P; = xi(B) = EP (ti, ti i), (2.3.26) 


由 于 xa = 0 (i # j), 所 以 PiP; = PPG AZ). 而 又 U(ti tii] = (0,1], 所 以 
VrcX, 


So Pz= >, xiBz = EP((0,1])z = z. (2.3.27) 


(2) 构造 谱 族 (C, B, E): 由 于 xilt) = tf (0), 所 以 ， 
NP, = Nxi(B) = NBfi(B) = Cf,(B) € B(X), (2.3.28) 
最 后 一 步 用 到 C AF, fi(B) AFR. 而 PN = fi(B)BN C fi(B)C, 由 式 (2.3.24) 得 
P;N c f,(B)C = Cfi(B) = NP,. (2.3.29) 
由 于 NP, 是 有 界 算 子 , D(NB.) =X, 所 以 ， 
R(B)CD(N) i-1,2,3,.-. (2.3.30) 


Ë Piy = y, 则 根据 式 (2.3.31) 便 有 已 Ny = NPy = Ny, 这 说 明 N : R(P,)  R(P)), 
BU R(P;) 是 N 的 不 变 集 . 
下 证 NP, 是 有 界 正常 算 子 : 


(NPY c (&N)' = N*B,, (2.3.31) 
X (NPY 是 有 界 算 子 , 定义 域 是 全 空间 , 所 以 
(NB; = N*P,. (2.3.32) 
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对 于 正常 算 子 N, | wz|| = ||N*zll, 于 是 对 于 任意 z € X, 
I.N. Pa]| = |N* Piz] = ION Pl. (2.3.33) 
如 果 vz € D(A),||Azl|? = |A*z|?, XU 
(z, A* Az) = (Az, Az) = (A*z, A*x) = (x, AA*z), (2.3.34) 
从 而 得 (x, (A*A— AA*)z) = 0, Hl A*A — AA* = 0, A 是 正常 算 子 . 根据 式 (2.3.33) 
可 得 , NP; 是 有 界 正 常 算 子 . 


WE 是 与 NP, 相关 联 的 谱 族 , 而 R(D)JE N 的 不 变 子 集 , P, 与 NP; 可 交 
换 , 则 对 任意 Borel Æ A C C, P; 与 E'(A) 可 交换 , 即 


E'(A)P,— BE' (A). i=1,2,3,---. (2.3.35) 
Va € X, 根据 式 (2.3.27) 可 得 

>, [E (A) iz]? < S Pal]? = Ill"; (2.3.36) 
则 S E(A)Ba 在 空间 X 中 收敛 , 所 以 , 对 任意 A € B 可 定义 


E(A) = 》  E'(A)B,, (2.3.37) 


显然 (C, B, E) 是 一 个 谱 族 . 
(3) 根据 定理 2.2.13, 可 以 构造 算 子 M: 


D(M) = t ex n |z|? dB(z) < ~| , (2.3.38) 
C 


(Mz, y) = ] 2869». Vr € D(M), y € X. (2.3.39) 


由 定理 2.2.14 的 性 质 (3) 知 , M 是 一 个 正常 算 子 . 

下 面 证 明 M =N. 只 需 证 明 N c M, 则 由 正常 算 子 是 自身 的 极 大 扩张 便 有 
M = N. 

d z € R(P;), W z = Pz, 于 是 E(A^)z = E'(A)z, H. Vy € X, 


(Nz, y) = (NP;2, y) = Em = f zd(E(z)z,y) = (Mz,y), (2.3.40) 


所 以 , 当 rz e R(P;) 时 , Nz = Mz. 
vz € D(N), A Pix € R(P;), 从 而 
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BNz-NBz-MPz, i-12,9,-. (2.3.41) 
W Qi = Pi +P tt PSU QiNz = MQiz, 所 以 
(Quz,QiNr) ce T(M), i=1,2,3,---. (2.3.42) 


因为 T(M) 是 闭 的 , 所 以 , 24 i 一 oo 时 , 可 得 (x, Nz) € T(M), 因此 T(N) C T(M), 
即 NCM. 
(4) 唯一 性 . 设 (C,B, E) 是 使 得 vr € D(N), y e X, 


(Nz,y) = n 2d(E(z)2, y) (2.3.43) 
都 成 立 的 任意 的 谱 族 . 
由 于 N*N 是 正常 算 子 , 所 以 它 有 唯一 的 平方 根 算 子 , ME (N* N)3. > 
T = N(I + (N*N)5)^!, (2.3.44) 
WW vz € Dy, yE X, 
(Tz, y) = [ g(2)d(E(2)2,y), (2.3.45) 


其 中 g(z) 2 z/(1-- |zl). 由 于 g AF, 所 以 D, = X, T € B(X). 显然 了 是 一 个 有 
界 正 常 算 子 . HFT 是 一 对 一 的 , 因此 


(Tz,y) = n «d(E(g- (2), y). (2.3.46) 


ii T MM ET, RJ T = J 2dET (2). 因为 T 的 谱 族 唯一 , 所 以 对 于 任意 Borel 
Cc 


Æ A, ET(A) = E(g ^1 (A)). 由 此 得 N 的 谱 族 是 唯一 的 . 口 
推论 2.3.8 设 了 是 Hilbert 空间 XX 上 的 无 界 自 伴 算 子 , 则 存在 唯一 的 谱 族 
{Ey}, AE R, 使 得 


(Tx,y) = / àd(Exz, y), Va Ee D(T), ycxX, (2.3.47) 
R 


T= / MdE,. (2.3.48) 
R 


2. 正常 算 子 的 谱 


第 1 章 已 经 给 出 线性 算 子 谱 集 的 定义 和 分 类 , 本 节 重 点 研究 正常 算 子 的 谱 集 . 
在 本 节 中 恒 设 X 是 Hilbert 空间 , N 是 定义 在 X 上 的 正常 算 子 (有 界 或 无 界 ). 


2.4 正常 算 子 的 谱 | 43 ， 


定理 2.4.1 UE (C, B, E) 是 与 N 相关 联 的 谱 族 , 则 


Ao € op(N) => E((Ao]) # 9. (2.4.1) 
证 明 ”必要 性 . 由 于 Ag € op(N), 所 以 3zo € X, zo 40, 使 得 
Nro = 和 07Z0. 
令 
1 1 

No z’ z ¢ B (~. 3 , 
fn(z) = 1 (2.4.2) 

0, zcB e 2) ; 


HB (s 3 是 以 Ao 为 圆心 半径 为 = HEAR. FE f(z) € BV(e(N)) c B(C), 


(+ | (2.4.3) 


因此 ， 
fa(N)OoI — N) = 人 fe (2) Oo — ad 可 


= 人 dE, = E(C\B(Ao, 1/n)), (2.4.4) 
CXB(Ao,1/n) 


从 而 ， E (as (~, 3) zo = fa(N)(AoIl — N)zo = 0. 
4 n — oo, 得 到 E(CV(Ao])zo = 0, 而 E(C)xo = E(o(N))zo = zo, W 
E({Ao})x0 = To. 


另外 也 可 以 得 到 


To = f arse. =f +f dE) 20 
c CXB(Ao,1/n) B(Ao,1/n) 


-=f dE\ zo = FE G (> 3) Io, 
B(o,1/n) n 


4 n — oo, 也 得 到 E({A0})20 = zo. 


:44- 第 2 章 正常 算 子 与 自 伴 算 子 的 谱 分 解 


充分 性 . 由 E((A9]) Z0, V zo € E({Ao})X, xo z 0, W 
E((Ao])zo = To. 
而 
Nzo -=f zdE(z)zo =f zdE(z) E((Ao))zo = AoE?((Ao])zo = Aozo, 
o(N) o(N) 

I Xo € op(N). a 

定理 2.4.2 WEN dé X 上 的 正常 算 子 , 则 o.(N) = e. 

证 明 EAR, 设 No € o, (N), 则 ROL — N) z X, 而 Ker(AoI — N) = {6}. 


由 于 RoI — N)- = Nol — N*), 所 以 Xo € ep(N*). 
id Ew- AAG N* 相关 联 的 谱 族 , 由 定理 2.4.1 知 


En- ((39]) # 0. (2.4.5) 
Wt Ey AG N 相关 联 的 谱 族 , 则 
N= Low zdEw(z) N* = ED 
又 因为 Aee(N) 合 和 ec(N*), 所 以 ， 
N*- Ls ZdEw(z)-— Ls zdEw-(z). 


由 式 (2.4.3) 和 式 (2.4.4) 便 得 
Ey ({Z}) = En-({z}), 


从 而 , En ({\o}) = En- (3o). 根据 (2.4.5) 知 Ew({A0}) Z0, 再 由 定理 2.4.1 可 得 
Ao € ep(N), 这 与 Ao € e, (N) FE, 故 o (N) = Ø. E 

定理 2.4.3 WN 是 和 上 的 正常 算 子 (C, B, E) 是 与 N 相关 联 的 谱 族 , 则 
do € e(N) 的 充分 必要 条 件 是 对 于 Ao 的 任意 邻 域 Z 有 


E(U) 4 0. (2.4.6) 


证 明 ”充分 性 . 假设 对 于 Xo 的 任意 邻 域 Z 有 EU) z 0, 但 是 Mo € pN), 则 
必 有 Ao 的 某 个 邻 域 0', 使 得 U NoN) = 2, 从 而 EU’) = 0, FA, Bo € o(N). 

必要 性 . Æ Ag e o(N), 但 是 Ao WIR U’, 使 得 E(U") = 0, 则 根据 定理 2.4.2, 
or(N) = Ø, PRU ROI — N) = X, 因此 存在 {ra} c X, H eai =1 (n= ,2,---), 
满足 (Aol — N)z, 一 0, 由 谱 分 解 定理 知 


24 正常 算 子 的 谱 ‘45. 
ol — N)eall? = f p Po c PAE Genl 


= f yyy Pom PUE > Ple? = 8, 


其 中 5 = dist(Ao, OU’), 这 与 (NI — N)zn — 0 矛盾 , 故 对 于 Ao 的 任意 邻 域 U 都 有 
E(U) £0. 口 

对 于 正常 算 子 而 言 , or(N) = 2, 则 o(N) = op(N) Ucc(N). 若 按照 投影 空 
间 的 维 数 重 新 划分 , 则 有 o (N) = (N) Uoa(N). 

定理 2.4.4 VE N 是 Hilbert 空间 X LEffHETE ALT, (C, B, E) 是 与 NN 相关 联 
的 谱 族 , Vào € e(N), 

(1) EFE Ao 的 某 个 Borel SERRU, 使 得 dim E(U)X < co, 则 Ao € ea(N), R 
之 亦 然 ; 

(2) 车 对 Ao 的 任何 Borel 485 U, dim E(U)X = 00, 则 Ao € e,(N). 反之 亦 然 . 

证 明 ”只 证 (1). # (1) 成 立 , 则 (2) BR. 

设 Ao € o(N), 存在 Ao 的 某 个 Borel 邻 域 U, 使 得 dim E(U)X < oo. 4$ Ao 不 是 
c (N) 的 孤立 点 , W 3004) C oN), 使 得 入, — Ao, 而 An 互 不 相同 . 不 妨 设 An} CU, 
取 As 的 开 邻 域 U, (n = 1,2,---), 使 得 Un 互 不 相交 , WAU, CU (n=1,2,---), 
由 定理 2.4.3 知 , E(U,) Z 0. BR, 当 m z n 时 , E(U,)X 5 E(Um)X EX, 从 而 


dim E (U 2 X -— oo. 
n=1 
与 dim E(U)X < oo 矛盾 , 所 以 Ao 也 是 o(N) 的 孤立 点 . 而 且 
dim Ker(Ao/ — N) = dim E({Ao})X < dim E(U)X < oo, 


即 Ao 是 有 限 维 的 特征 值 . 

反之 , i Ao € oa(N), 即 Ao 是 有 限 重 孤立 特征 值 , 则 存在 Ao 的 Borel WR U’, 
使 得 U'No(N) = {ro}, E(U')X = E({M)X = Ker(AoJ — N), 所 以 

dim E(U')X = dim Ker(AoI — N) < oo. 

定理 得 证 . 口 

推论 2.4.5 WN Æ Hilbert 空间 X 上 的 正常 算 子 , 则 Ao € oe(N) 与 下 列 三 
个 条 件 都 等 价 : 

(1) Ao € o(N); 

(2) ro 是 op(N) 的 极限 点 ; 

(3) Ao 是 无 限 重 的 特征 值 . 
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推论 2.4.6 N 是 Hilbert 空间 X 上 的 线性 算 子 , 则 

(1) N 是 西 算 子 e o(N) St; 

(2 N 是 自 伴 算 子 ec(N)cCR 

(3) N 是 正 自 伴 算 子 e o(N) C Ry. 

Yt N 是 定义 在 Hilbert 空间 X 上 的 有 界 正常 算 子 , o(N) 是 C 上 的 有 界 闭 
集 , E(A) 是 正常 算 子 N 的 谱 族 , 则 由 预 解 算 子 的 解析 性 及 Cauchy 公式 可 得 如 下 
结论 . 

定理 2.4.7 R O 是 复 平面 C 上 的 开 集 , H e(N) c oO, O 的 边界 OO 是 
Jordan 曲线 . Æ p(z) 在 o(N) 的 邻 域 是 解析 的 , FFA O 在 ol) 的 解析 区 域内 , 则 


(N) = = f v(z)(zI — N) dz. (2.4.7) 


4 Ci 为 o(N) 的 一 个 连通 分 支 , 又 设 Jordan HÈT c p(N), r 包围 着 C1, 并 
且 除 了 C; 外 工 内 部 没有 其 他 谱 点 , 则 EQ) 在 集合 C1 上 的 投影 算 子 


E(C1) — xij (zI — N) ds. (2.4.8) 


WEBB Al y(z) YE O 上 解析 , o(N) C O, 故 由 Cauchy 公式 , VE € o(N) 有 
e(t) = + f e) gz, (2.4.9) 


ani Joo 2 — € 


Be (C, B, E) 是 N 的 谱 族 , 由 谱 分 解 定理 


PN) = / " e(£)d Ez, (2.4.10) 


把 式 (2.4.9) 代入 式 (2.4.10) 得 
B 1 (2) 4, 
eU) =f (s fo z= g ) aks 
1 
~ 2xi fo e() (Ls E) de, 


PN) = zz f, y(z)(zI — N)-ldz (2.4.11) 


所 以 


即 式 (2.4.7) 成 立 . 
由 式 (2.4.7) 可 直接 得 到 式 (2.4.8). 
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2.5 自 伴 算 子 的 谱 分 解 


2.5.1 ”对 称 算 子 


第 1 章 定义 了 对 称 算 子 和 自 伴 算 子 . WX 是 Hilbert 空间 , A 是 X 到 自身 的 
一 个 稠 定 线性 算 子 , E 4* 是 4 的 扩张 , 即 4 c 4*, 则 称 A 是 对 称 算 子 ; 若 A = 4*， 
则 称 4 为 自 伴 算 子 ; 若 4= A 是 自 伴 的 , WK 4 是 本 质 自 伴 算 子 . 对 一 般 的 算 子 
而 言 , 当 4 是 定义 在 X 上 的 有 界 算 子 时 , 4 是 对 称 算 子 e 4 是 自 伴 算 子 , 也 就 是 
对 有 界 算 子 而 言 , 对 称 和 自 伴 是 等 价 的 . 本 小 节 将 在 第 1 章 的 基础 上 给 出 对 称 算 子 
和 自 伴 算 子 一 些 性 质 . 

设 AJ Hilbert 空间 关上 的 一 个 对 称 算 子 , 则 显然 有 下 列 等 式 


ICA £ iD)zl? = 14zl + lel’. (2.5.1) 


事实 上 , 只 需 计算 [CA c iD)s||? 即 可 得 . 
命题 2.5.1 设 A Hilbert 空间 X 上 的 一 个 对 称 算 子 , 则 Ker(A+il) = (0). 
命题 2.5.2 4A 是 闭 对 称 算 子 时 , 值 域 R(A x iD) 必 是 闭 的 . 
WH25.3 7 A 是 对 称 算 子 , 则 


Ker(A* til) = R(A ¥il)+. (2.5.2) 
证 明 y © Ker(A* + iJ), Bl] y € D(A*), 而且 
((A—il)a,y) = (x, (A* +iT)y) =0 
对 任意 的 ze D(A) 均 成 立 , 从 而 ye R(A — iD), 所 以 
Ker(A* +i1) c R(A—il)*. 
RZ, Bye R(A—il)*, Wl vz e D(A) 有 
((A —il)z,y) = 0, 


Ait y € D(A*), JF H. (x, (A* + il)y) = 0. 
又 因为 D(A) 在 X 稠密 , 所 以 (A* + ily = 0, BI y € Ker(A* iD), 从 而 


Ker(A* +il) > R(A — iI)*, 


故 Ker(A* + iJ) = R(A — iD)^. 同 理 可 证 Ker(A* — iJ) = R(A + iD). Oo 
特别 地 , Æ Ker(A* + i7) = (0), M R(AFiD = X. 
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定理 2.5.4 W 4 是 Hilbert 空间 X 上 的 一 个 对 称 算 子 , 则 以 下 三 个 命题 
等 价 : 

(1) 4 是 自 伴 算 子 ; 

(2) A ASF A Ker(A* + iD) = (0); 

(3) 


R(AFil) = X. (2.5.3) 


证 明 a) & (2) @ 8) Sa). 

(a) 若 4 是 自 伴 算 子 , 则 4 是 闭 算 子 , 由 命题 2.5.1 知 , Ker(A* til) = (6). 

(b) 设 4 RAAT HA Ker(4* c il) = (0), WHAHA 2.5.2 Al, R(A xr iD) BA 
的 , 再 由 命题 2.5.3 有 R(A Fil) = Ker(A* til) = (6) = X. 

(c) 车 R(A x il) = X, 则 由 命题 2.5.3 知 , Ker(A* +i) = (0). HF A 是 对 称 
的 , 故 要 证 明 A AAR, 只 要 证 明 D(A*) c D(A) 即 可 . 

设 ye D(A*), 由 R(A xil) = X @ 3ze D(A), 使 得 

(A* +ily —-(A-cils. 


又 因为 A c A, 所 以 , (A* Filly- z) = 0, AWE y= z € D(A), 故 4 BAH 


AT. [1 
推论 2.5.5 Ut A Æ Hilbert 空间 X 上 的 一 个 对 称 算 子 , 则 以 下 三 个 命题 
等 价 : 
(1) A 是 本 质 自 伴 算 子 ; 
(2) 
Ker(A* + il) = {6}; (2.5.4) 
(3) 
R(Axil) =X. (2.5.5) 


定理 2.5.6 BARAT, W c(A) CR, E 


_ 1 
II — A)"!zl < ig ll. (2.5.6) 
证 明 由 于 4 是 自 伴 算 子 , 所 以 Ker(A* il) = {0}, E R(A il) = X, 故 
+i € p(A). 同样 车 A = utiv, v #0, 则 也 有 Ker(A+ AZ) = (0), Ker(A-- AI) = {6}, 
R(A 4- AI) = R(A-- AD) = X, 这 就 得 到 Ae p(A). 所 以 o(A) CR. 
又 对 任意 的 入 =w+tiv (v £0) & Yz € D(A), @ |(AI — A)z]] = l(uI — A)z|[? + 


Ivi? lll? > lvl], 改 
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1 
Jul? 口 
推论 2.5.7 FA 是 有 界 自 伴 算 子 , 则 c(4) BEER 内 的 某 一 有 界 闭 集 

内 , 即 


Ir — AI] < c lel. 


e(4) c [- |All, |All]. 
推论 2.5.8 d$ 4 是 紧 自 伴 算 子 , 则 o(A 至 多 包含 实 轴 上 的 可 列 点 集 . 
定理 2.5.9 设 4 是 Hilbert 空间 X 上 的 自 华 算 子 , Ni, Xa € o, (A), Hà £A, 
zi 与 zz 分 别 为 Xi 与 和 2 对 应 的 特征 向 量 , 即 


Ax = A121, Azz = A242, (2.5.7) 


WW (21,22) = 0, BY NOI — A)LNQal — A). 
证 阴 A 是 自 伴 算 子 , 所 以 , 和 1, 和 2 都 是 实数 , WA (Azi,22) = A1 (21, 22), 


X 
(Azı, 22) = (£1, A" 12) = (a1, Are) = (21, A222) = Ao (21,22), 
上 面 两 式 相 减 得 
(Ai — 92)(21,22) = 0, 
由 于 Ai Æ Ao, W (21,22) = 0. o 


上 面 结论 说 明 : 对 于 自 伴 算 子 而 言 , 不 同 特征 值 对 应 的 特征 向 量 相互 正 交 . 而 
且 自 伴 算 子 特征 值 的 几何 重 数 和 代数 重 数 是 相等 的 [6 . 
2.5.2 自 伴 算 子 的 谱 分 解 

Xt A 是 Hilbert 空间 X 上 的 自 伴 算 子 , 由 2.5.1 小 节 讨 论 知 , e(A) CR, 而 且 
4 也 是 正常 算 子 . 由 定理 2.3.7 便 可 得 自 伴 算 子 的 谱 分 解 定理 . 

定理 2.5.10” 设 4 Hilbert 空间 X 上 的 无 界 自 伴 算 子 , 则 存在 唯一 的 谱 族 
(R, B, E), 使 得 


(Az, y) — [5092.9 Va € D(A), y € X, 


人 ? ( ) 


其 中 {Ey} 是 投影 算 子 族 , 满足 Ex = E((-oo.A]no(A)), B. 
(1) 5 A< p Hf, E < Ep; 
(2) Um. Ey = Ep; 
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(3) lm. E, = 6, lim. E — I. 
同 理由 定理 2.3.2 及 推论 2.3.4 可 以 得 到 有 界 自 伴 算 子 的 谱 分 解 定理 . 
定理 2.5.11 设 4 是 Hilbert 空间 X 上 的 有 界 自 伴 算 子 , 对 o(A) 上 的 任意 
可 测 函 数 p(x) 都 有 
o(4)z = / e(A)dEAz, Vr c X. (2.5.9) 
o(A) 


积分 
e(A) = f e)d Ex (2.5.10) 
c(A) 


在 一 致意 义 下 收敛. 
特别 地 , 当 o(z) = z Bf, 
A= f p (2.5.11) 


其 中 , {m} 是 投影 算 子 , E, = E((-00, A] no(A)), 满足 

(1) H A< pu Hj, E, < Ey; 

(2) Ex4o = Ex; 

(3) jim Ex = E, = 0, lim Ex = Ey — I, 且 当 入 < a 时 , Ex = 0; 234 A b HS, 
E, = I, 这里, a = infe(A), b= supo(A). 

推论 2.5.12 "4 yp(z) 是 e(A) 上 的 有 界 可 测 函 数 时 , Vx c X, 


lle(A)a]f = / NEUES (2.5.12) 


当 4 是 紧 自 伴 算 子 时 , 根据 推论 2.5.8 可 知 , c(4) 至 多 有 可 列 个 非 零 实 特征 
值 , 且 只 可 能 以 0 RARA, 即 0,04) = {A} CR 至 多 可 列 . 用 NOI—A) 表示 A 
对 应 于 A, 的 特征 向 量 全 体 , P, 表示 NAI- A) 上 的 投影 算 子 . 

引 理 2.5.13 4 A Æ Hilbert 空间 XX LBS BEST, WW rcx, 
Izol = 1, 使 得 


|(Azo, x0)| = ul |(Ax, x)|, (2.5.13) 


并 且 满 足 Aro = Axo, 其 中 , 入 = |(Azo, zo)]. 

定理 2.5.14 WẸ A 是 Hilbert 空间 X 上 的 紧 自 伴 算 子 , co(4) = (A), JU 
Du) 对 应 一 组 规范 正 交 的 特征 向 量 组 {e;}, 构成 空间 X 上 的 一 组 规范 正 交 基 , 使 
得 vx c X, 


z= 2 ei)ei, (2.5.14) 


Ax = D Ai(z, €,)e;- (2.5.15) 
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证 明 vA € op(A)\{0}, BE NAI A) 的 正 交规 范 基 为 (eV, 其 中 m(A) = 
dim N(AI — A) < oo 是 特征 值 A 的 几何 重 数 . 若 0 € op(4), 则 设 N(A) 的 正 交 规 
WHEW (e, + 
{YE U fel}, 0 € ap(A), 


{e,} = 人 MENO 


入 A 
、 n2 ym) 0 ¢ op(A). 
Ep 


设 M = span{ei;}, 则 显然 在 M ER (2.5.14) MA (2.5.15) 成 立 . 
下 证 M = X. 用 反 证 法 , META, 则 M+ A (0). 令 A = Alm, BU] A 不 能 
有 特征 值 , 从 而 A? A 0, 而 A9 是 紧 算 子 , 故 o(A°) = (0). 由 引 理 2.5.13 得 
IA? = sup ICA9z, x)| = 0, 
lzl=1 


即 A? = 0, 矛盾 . 从 而 {ei} 构成 X 上 的 规范 正 交 基 . 口 
定理 2.5.15 #7 A 是 Hilbert 空间 X 上 的 紧 自 伴 算 子 , 则 对 R 上 任何 的 可 
测 函 数 p(x) 都 有 


v(A) = | eran. (2.5.16) 
特别 地 , 4 o(z) = z 时 ， 


A= J AdE), (2.5.17) 
R 


其 中 EE = 》 P. 显然 (EX) 是 一 个 谱 族 , 当 和 是 重 特征 值 时 , 按 重 数 计算 , P 


AD KA 


是 XA, 所 对 应 特征 子 空间 的 投影 算 子 , BPX = Nu, H Vr e X, Ax = n AdE,, HII 
R 
z=) Pis, (2.5.18) 


Az —M ^ Az, ei)ei- (2.5.19) 


2.5.3 ” 自 伴 算 子 的 谱 


设 4 是 定义 在 Hilbert 空间 了 * 上 的 自 伴 算 子 , M 4 也 是 正常 算 子 . 因此 关于 
正常 算 子 谱 的 结论 , 对 自 伴 算 子 4 也 正确 . 而 且 4 的 谱 包含 在 整个 实 轴 上 , 故 A 
的 谱 族 (IR, B, E) 也 定义 在 实 轴 上 ( 同 定理 2.5.11). 

定理 2.5.16 WA 是 Hilbert 空间 X 上 的 自 伴 算 子 , W cr(4) = e. 
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证 明 ”证 法 一 3$ 4 是 自 伴 算 子 , 则 A 也 是 正常 算 子 , 而 正常 算 子 的 剩余 谱 
是 空 集 , 所 以 o. (A) = e. 
证 法 二 : # o,(A) Zø, W Aro € e.(4) C o(A) CR, Bl ROOT— A) AX. 又 
由 于 Xo = Ao, 所 以 Ker(Ao1 一 A*) = R(Aol 一 A)*, 因此 Ker(AoI — A*) z (0), Bl 
Ker(AoI — A) Æ {6}, 从 而 Ao € es (A), 矛盾 . Oo 
根据 2.4 节 的 定理 2.4.1, 定理 2.4.3 和 定理 2.4.4 可 得 如 下 定理 . 
定理 2.5.17 设 A Æ Hilbert 空间 X 上 的 自 伴 算 子 , (E) 是 它 的 谱 族 , 则 
(1) Ao € e(A) © Ve > 0, Ele) £0, 其中, Ie = (ào — £, ào + €); 
(2) 34 ào € oA) 时 ， 
(a) Ao € oy (A4) & lim E(1:) #0 Ex, 一 五 oo 天 0， 
(b) Ao € cc(4) & lim Ele) = 0; 

(3) Ao € oe(A) & Ve > 0, A dim R(E(I-)) = oo. 

定义 2.5.18 Æ {uj} C D(A), lwl 2 1(j = 1,2,…) 满足 


w- lim uj = 0, (2.5.20) 
了 一 oo 

lim (Au, — Au;) = 0, (2.5.21) 

joo 


则 称 {u,} 为 算 子 4 对 应 于 和 的 Weyl 序列 (Weyl sequence) . 

# {uj} C D(A), llujll 2 1, ( =1,2,---), W (uj) BOS {wj} 是 非 预 紧 集 
等 价 . 

定理 25.19 W A 是 定义 在 Hilbert 空间 X 上 的 自 伴 算 子 ， 则 实数 和 e 
oe(4) €x 3A 的 对 应 于 和 的 Weyl 序列 . 

证 明 ”必要 性 . 若 Xe ce(4), 则 和 或 者 是 无 穷 维 特征 值 , MA 和 € cc(4). 

(1) 24 入 是 无 穷 维特 征 值 时 , 取 特 征 子 空间 Ns 的 一 组 规范 正 交 基 


(u1,u3,7:: Un, } € NX, lul = 1, j712,--, 


则 
lim (A — AI)u; =Q. 
joo 


由 于 (ui, uz, ,un,…} 是 Ma C D(A) 的 一 组 规范 正 交 基 , 可 以 补充 成 为 X 的 规 


oo 


范 正 交 基 . 对 于 任意 的 ze X, A lel? > Y e, u), 所 以 ， 
j=1 
jm, uj) = 0, 


从 而 说 明 w- lim u; — 0. 
了 一 oo 
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(2) 4 A € o.(A) 时 , (A — AD)! 存在 但 无 界 . 故 Vj, Jy; € R(A — AI), 使 得 
ICA — AD all > juil; (wiy) = 5, 
$ à; -(A-AD) yj; ,二 二 面包 W lli = 1, E. {wy},=1,2,… 是 非 预 紧 集 , 从 而 


— KA-AD&d yl 
VA - ADuill = ayy > A= AD 


1 
< 一 ， 
j 

于 是 Jim. (A—AD)u; =0. 

结合 (1) 和 (2) 必要 性 得 证 . 

充分 性 ， 若 存在 A 的 对 应 于 和 的 Weyl 序列 {ujjj=12… WW {wy};=12,… 是 非 
WRN, 并 且 jim (Ay 一 Auz) =0. 

H Jim (Au; 一 uj) = 0 可 知 入 ¢ p(A), MA € o(A). HA d oso(4), WH 
在 e > 0, 使 得 自 伴 算 子 4 (— 6A 6) 内 只 有 有 限 多 个 有 限 维特 征 值 , 不 
妨 设 为 Ni Xa… As, 则 1,32, An € cal4), 对 应 的 规范 正 交 特征 向 量 记 为 
PLP im, 其 中 m 2 n. 于 是 


IA -ADu- f (€ - APA Eeu uj) 


A—E 入 十 
= J (£— A*d(Ecu;, uj) + f (E- A? d( Ecu;, wj) 
" n LE XO u) 
sel ag ^" te aC E, 2 [^ ac 
>f ames) [GA uen [I dO) 
oo 入 十 二 
=e f ase) [E X = PRI u) 


=e2|lw ll? + > "IQ — A)? — &?] (use)! 
2 一 工 
4 j oo, 根据 式 (2.5.20) 和 式 (2.5.21) He < 0, 这 与 > 0 矛盾 . 所 以 A € ce(4)， 
口 
定义 2.5.20 A 是 定义 在 Hilbert 空间 X 上 的 线性 算 子 , 若 rr (4) = o, 
oe(A) = 2, 并 且 o(A) = op(4) 中 的 任何 点 列 没 有 有 限 聚 点 , 则 称 线性 算 子 A 的 谱 
是 离散 的 . 
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对 于 无 界 正常 算 子 (无 界 自 伴 算 子 和 无 界 J- BfESET)A 而 言 , cr(4) = e, 则 
o(A) = Cel A) U oal A). Ë Cel A) = @, 则 o(A) = oa(4), 也 就 是 A 的 谱 只 包含 有 限 
重 特征 值 , 所 以 , 在 此 前 提 条 件 下 无 界 正常 算 子 4 的 谱 是 离散 的 . 

定义 2.5.21 BA 是 定义 在 Hilbert 空间 X 上 的 自 伴 算 子 , 车 存在 常数 c 
使 得 


(Au, u) 2 c|ul?, Vue D(A), (2.5.22) 
WHAT 4 是 下 半 有 界 的 ; 若 存 在 常数 C, 使 得 
(Au,u) < Clul?, Yu € D(A), (2.5.23) 


WRAT A 是 上 半 有 界 的 ; 上 半 有 界 和 下 半 有 界 算 子 统称 为 半 有 界 算 子 . 
对 于 下 半 有 界 自 伴 算 子 A, 若 存 在 常数 Y > 0, 使 得 Y+c= c > 0, JU 


((A-- yD)u,u) > eu » 0, Yu € D(A), (2.5.24) 


分 别称 
[u,v]a = (A+ 3I)u,v), lulla = [u, ul? (u,v € D(A)) (2.5.25) 


为 算 子 4 在 D(A) 上 的 能 量 内 积 和 能 量 范 数 (energy product, energy normal). 
3$ D(A) dE |- a 下 是 完备 的 , 则 (D(4),[ ，:]4) 生成 一 个 Hilbert 空间 , 记 作 
Ha = (D(A), I| - lA); 
称 HA ASS A 的 能 量 空间 (energy space). 
定理 2.5.22 “下 半 有 界 的 自 伴 算 子 A 的 谱 是 离散 的 当 且 仅 当 能 量 空间 HA 
中 的 每 个 有 界 集 在 X 中 是 预 紧 的 . 
证 明 ”充分 性 ， 不妨 设 A 是 正 算 子 , 即 vu € D(A), (Au,u) > 0, M A7! 


存在 & B= f. AM2dB、， 其 中 及 是 4 的 谱 族 , 则 BB — 广 ME, = A, 


BOB =A". 设 {u,} 是 H4 PHAR, lula <C G =1,2,---), RI {uj} Æ 
X PRUE. 
Ei ||- a 范 数 定义 知 


luja = (Auz, uj) = (Bu;, Buz). 
4 v, = Bu;, WA u; = B-1v;. 而 对 任意 的 7 了 = 1,2,---, 
lulla < C €» [Bu;jll = vill € C, 


也 就 是 BO 将 有 界 集 {v;} 映 成 预 紧 集 (uj) = {B} 所 以 B7! 是 一 个 紧 算 子 ， 
因而 B-1B-1 = A-! 也 是 一 个 紧 算 子 , 故 4 的 谱 也 是 离散 的 . 


2.5 自 伴 算 子 的 谱 分 解 .55. 


必要 性 . 不 妨 设 (Au,w) > 0, W A-! 存在 . 而 A 是 自 伴 算 子 , 故 4 的 谱 是 离 
散 的 当 且 仅 当 A 是 紧 算 子 . 所 以 B7! = A> 也 是 紧 算 子 , 从 而 , HA PHAR 
紧 集 在 x 中 是 预 紧 的 . D 
2.5.4 RAFAT 
4 A 是 Hilbert 空间 X 上 的 有 界 自 伴 算 子 时 , c(4) 包含 在 及 内 的 一 个 有 界 
闭 集 [a,b] A, 其 中 a = infe(A) > -|4l,5 = supo(A) 和 4. A 的 谱 族 (Ex) 可 
以 表示 为 
Ex = E((—00, A No(A)), (2.5.26) 


即 有 当 A <a 时 ,也 =0; 当 入 >5 时 及 一 工 

当 4 是 Hilbert 空间 X 上 的 紧 自 伴 算 子 时 , c(4) 由 包含 在 R 内 的 至 多 可 列 
个 特征 值 组 成 , 且 只 可 能 以 0 ARA. A 为 无 穷 维 空间 X 上 的 紧 自 伴 算 子 时 , o(A) 
只 有 以 下 三 种 可 能 性 : 

(1) o(A) = (0); 

(2) c(4) = {N,N Anh; 

(3) ofA) = (06,531,232, ,Mn h E An 0 (n oo). 

定理 2.5.23 Hilbert 空间 中 紧 自 伴 算 子 4 的 不 等 于 零 的 谱 点 只 能 是 它 的 特 
tHE, 它们 都 是 有 限 重 的 并 且 仅 以 入 = 0 为 聚 点 ; 反之 , 具有 这 些 性 质 的 自 伴 算 子 
必 是 紧 算 子 . 

WEB] 设 {Ey} 是 紧 自 伴 算 子 A 的 谱 族 , A 表示 区 间 (—00, -ej, (6,00) (e > 0) 
之 一 , 而 MA 是 投影 算 子 E(A) 所 确定 的 闭 子 空间 , 这 个 子 空间 是 算 子 A 的 不 变 
子 空间 . 设 4^ BAT 4 在 MA 上 的 部 分 , BU 


AA = AE(A) = 广 Ad E, (s [ dEn ) . 
显然 , AA HERR YT; 另 一 方面 , 它 有 有 界 的 逆 算 子 , 单位 算 子 
了 一 AAAA 


在 Ma 上 是 紧 的 . 由 此 可 知 , MA 是 有 限 维 的 , 而 非 零 特征 值 对 应 的 特征 子 空间 包 
RE Ma F, 所 以 , 任何 非 零 特征 值 对 应 的 特征 子 空间 是 有 限 维 的 , 即 非 零 特征 值 
是 有 限 重 的 . 

反之 , BAT 4 的 谱 有 本 定理 所 述 的 特性 , 那么 MA 中 的 每 一 个 子 空间 都 是 
ARER, 并 且 对 于 s > 0, 算 子 


EM -f Ad E, «f Ad E, 
—oo € 
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是 紧 的 (因为 它 的 值 域 是 有 限 维 的 , 所 以 是 有 限 秩 算 子 )， 由 于 当 < 一 0 时 , |A- 
Acli 一 0, BEF A BERET. 口 

当 A 是 紧 自 伴 算 子 时 , 4 的 特征 值 o.c 均 为 实 轴 上 的 点 . 可 以 
按 绝对 值 大 小 编号 , 并 且 特 征 值 的 重 数 是 n, 就 把 这 个 特征 值 连续 编 上 n 个 号 , BI 
排 成 


根据 定理 2.5.14 得 
A= > À, ei Q €i, 
i=l 
其 中 
(e; Q ei)z = (z, ei)ei. 
更 确切 地 有 
n 
a- Ài ei 8 elj < nai] > 0, n — oo. 
i=l 
事实 上 , vr e X, 
nr oo 
Ax 一 >> A(z, eijei|— 5 Ai(z, ei)ei 
i-i 4 一 nm 十 1 
1 
oo 2 
-( 5 Peer) 
i=n+1 


oo 2 
S ual ( > ap) S Dl lell. 


i—n4-1 
特别 地 , 可 按 正 负 值 把 特征 值 排 列 起 来 , 记 作 
AT >A} >- 20, (2.5.27) 
Ar XA; Se Oz (2.5.28) 
定理 2.5.24 ( 极 小 极 大 刻画 )” 设 4 是 紧 自 伴 算 子 , 对 应 有 特征 值 (2.5.27) 和 
特征 值 (2.5.28), 则 


(Az, 7) 


At = inf sup ; 2.5.29 
ELM Ga) (2.5.29) 
zee 
A 
Aa = sup (Az, z) (2.5.30) 


inf . 
EQ2ic7€EL 1 (z, zx) 
z40 
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证 明 ”只 需 证 式 (2.5.29), 用 -4 代替 A 即 可 证 明 式 (2.5.30). 
Wt {et} U {e7} 是 对 应 算 子 4 的 特征 值 入 ,和 2,… An, 的 规范 正 交 系 . E 


c=) a] + aoe, (2.5.31) 
J 了 
则 
(Anz) DoN P + DA; Ia; P 
es^ DELE ui 
设 
jim = inf sup 44229) (2.5.33) 


Bent gene, (sm). 


rz 


(1) VE, 1, Æ span{ef,e3,--- ,et} 中 总 有 向 量 a, 40, 使 得 m, LE, a, 于 是 


n 

十 | 十 |2 
2 la| 
27=1 


A hy Ty 
sup (mz). (Atm tn) d 1 yt, (2.5.34) 
siES 4 (z, £) (£n, Tn) n 
360 5 ja; | 
gel 
BN AL S Hn- 
(2) 取 En- = spanf er ,ez ， UU en a} 则 
n (Aa, x) 
An = Sup (s.m) ; (2.5.35) 
240 
综合 (1), (2) 4818 AT = pn, HR (2.5.29) 得 证 . 口 
推论 2.5.25 ”车 两 个 紧 自 伴 算 子 A, B, 满足 4 < B, 则 
(Az,z) < (Ba,x), Vc € X, (2.5.36) 


BAT (A) < AP(B), j212,- 
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3.1 “对 称 算 子 的 扩张 


3.1.1 ”问题 的 提出 
设 X 是 Hilbert 空间 , A 和 B 是 定义 在 X 的 某 线性 流 形 上 的 线性 算 子 , 若 4 
和 B 均 为 对 称 算 子 , 并 且 B 是 A 的 扩张 , 即 AC BBJAC AS, BC B*, Rl B* CA’, 
所 以 
ACBCB*c A'*. (3.1.1) 


由 式 (3.1.1) 可 以 看 出 , 算 子 B 是 4 的 扩张 , 也 是 4* 的 收缩 , 是 否 可 以 描述 出 4 
的 一 切 对 称 扩 张 算 子 , 这 是 对 称 算 子 理论 的 基本 问题 . 

E 4 不 存在 对 称 扩张 , RAT A 是 极 大 算 子 . 任何 自 伴 算 子 4 都 是 极 大 算 子 ， 
这 是 因为 A= A*. 

对 于 一 个 一 般 的 对 称 算 子 , 自然 而 然 产 生 如 下 两 个 问题 : OA 是 对 称 算 子 , 是 
否 有 对 称 扩张 ? EFE, 如 何 描述 ? © A 是 对 称 算 子 , 若 可 以 扩张 , 是 否 可 以 扩张 
成 某 一 个 自 伴 算 子 ? 若 可 以 , 如 何 描述 ? 

3.1.2 ”对 称 算 子 的 亏 子 空间 和 亏 指数 

Wt 4A Hilbert 空间 X 上 的 笛 定 对 称 算 子 , 用 Ry Ra 分 别 表示 A-M 和 

A — AI 的 值 域 , 则 
R.— R(A-AI) Ra = R(A-Al) (3.1.2) 


是 X 的 两 个 子 空间 , 但 不 一 定 是 闭 的 . 
用 Ns 与 Ns 分 别 表示 算 子 A 对 应 于 特征 值 和 与 和 的 特征 子 空间 , BU 


Nx = Ker{A* — AZ}, Ny = Ker{A* — AI). (3.1.3) 
命题 3.1.1 
Ry = Ny, Ry = Nj. (3.1.4) 


证 明 ”只 证 一 个 等 式 , 另 一 个 等 式 用 同样 的 办 法 可 以 证 明 . 
(1) 对 任意 的 z e Ny, 任意 的 y € D(A), 
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(z, (A — AD)y) = ((A* — AD, y) = (0,y) 0, 

由 此 可 推 知 , wl Ry, 即 ze RI. 

(2) 若 ze Rl, 则 对 任意 的 y € D(A), 

0 = (z, (A - AD)y) = ((A* — AD, y), 

由 于 D(A) Æ X ARX, 则 (4* — AT)z = 0, Rx € NS. 

由 (1), (2) 便 得 , Re = Ny. 口 

定理 3.1.2 设 4 是 和 上 的 一 个 闭 笛 定 对 称 算 子 , 则 对 于 任意 的 Ae C, 4 
SA £0 时 , Nx = Ker(A* — AI) 与 NA = Ker(A* — AI) 的 维 数 在 局 部 是 常数 . 

证 明 AEC, SAZ40, 只 需 证 明 当 VEC, X 适当 小 时 ， 

dim Ny = dim NL; 

即 可 , 也 就 是 证 明 No 的 维 数 局 部 是 常数 . 

WA abi bz 0, 由 于 4 是 对 称 算 子 , 对 于 任意 的 ve D(A), 

[|(A - ADul > b? pul . 
FER ze Noallzl| = 1, € z € NE = Ry, WEE u € D(A), (A— AI)u = z, 从 而 
[lz] = ICA — ADull > lol lull (3.1.5) 

另外 ， 

= ((A* — (A - M)I) z,u) = (z, (A - ADu) - A (z,u) = lel? — X (x,u). 
由 上 式 可 知 lel? = A'(z,u), 即 fal] < [A | [lel]. 于 是 当 |X < Jo] 时 , 与 式 (3.1.5) F 
JB. 这 就 证 明了 No 中 不 存在 这 样 的 x, 使 得 ze Ni. 所 以 当 | XI < [o] Br, 有 


dim No+x) < dim My. (3.1.6) 
一 = V sj ` b 
运用 同样 的 方法 可 以 证 明 当 |X| < Ol 时 ,有 
dim Ny < dim N44, y. (3.1.7) 
b 
所 以 , 24 || < B IN, 有 dim My = dim No455. D 


由 此 定理 可 以 推出 如 下 结论 : 24 SA > OW, 设 n、 = dim NA, ny = dim Ny, 
n4 = dim Ni, n- = dim Ni, WA n, = n4, nx —n—. 也 就 是 说 , AT 4* 的 特征 子 
空间 NA 和 Ns 的 维 数 与 上 半 平 面 和 的 选取 无 关 . 

设 4 x 上 的 一 个 闭 稠 定 对 称 算 子 , 当 SA > 0 时 , 称 NA 和 NS 为 算 子 
A 的 亏 子 空间 , 称 数 对 (ni, n5) 为 对 称 算 子 A 的 亏 指数 (deficiency indices), 记 作 
def(A) = (n4,n_). 

注 na 20, ni 也 可 取 oo. 
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3.1.3 Cayley 变换 


为 了 研究 对 称 算 子 的 扩张 问题 , 引入 Cayley 变换 . 
定义 3.1.3 设 4 是 Hilbert 空间 X 上 的 稠 定 对 称 算 子 , 和 是 虚 部 不 为 零 的 
任意 复数 , 算 子 
V 2(A-AD(A- AI)! (3.1.8) 


称 为 算 子 4 的 Cayley 变换 (Cayley transform). 

这 个 定义 是 有 意义 的 , 因为 SA #0, 所 以 A ¢ op(4), W (A — AT) 7? 存在 , 因此 
V 是 有 意义 的 , 而 且 是 定义 在 Rs Cc X 上 的 线性 算 子 . 

定理 3.1.4 (1) Hilbert 空间 X 上 稠 定 对 称 算 子 A 的 Cayley 变换 是 定义 域 
为 Ry, ERA R、 的 等 距 算 子 , :ye Ry ore Ry; 

(2) 集合 {Vy -y| y € D(V)) 在 X ARR; 

(3) 满足 条 件 (2) 的 任何 等 距 算 子 V 都 是 Hilbert 空间 X 上 某 个 稠 定 对 称 算 
子 的 Cayley 变换 . 

证 明 (1) 由 VY 的 定义 可 知 , 任意 ye D(V), 都 有 ye Rx; RZ, By € Ry, 
则 (A — XD)-ye D(A), 从 而 , (4 一 和 AD)(4 — XI) ty € Ry ARM, 所 以 ye D(V), 
由 此 得 D(V) = Ry. 8 ze D(A), $ y -(A- Az, Wye DV, H 


Vy = (A — Al)s. (3.1.9) 


从 而 算 子 V 的 值 域 Ry 与 Ry 重合 . 
下 证 V 是 等 距 算 子 . 对 上 述 y, 
IVyl? =||(A — ADzl = (A — AD)z, (A — AD)z) 
— (Az, Az) — A(Az, x) — A(z, Ax) 十 | (x, £), 
ll? =||(A - XDzll = ((A — Xj, (A — Az) 
= (Az, Az) — A(z, Az) — (Az, x) + |A|? (x, x). 
由 于 4 是 对 称 算 子 (z, Az) = (Ax, x), 所 以 [Vu]? = (yl, BD V 是 等 距 算 子 . 
(2) Hy 的 定义 及 式 (3.1.9) 得 
y — Vy = (入 一 入 z=2SAiz. 


由 此 可 得 Rj_v = {I-V)y| ye DV) 与 D(A) 重合 . 再 由 D(A) 在 X PHO 
密 性 , 得 到 Rj_v 在 X 中 稠密 . 

(3) BV 是 满足 条 件 (2) 的 等 距 算 子 , 那么 1 不 是 这 个 算 子 的 特征 值 . 若 不 然 ， 
则 存在 y € D(V), 使 得 Vy = y, 这 样 对 任意 的 z € D(V), 
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(Vz —2, y) = (Vz,y) = (z,y) = (Vz,y) 一 (Vz, Vy) = (Vz,y 一 Vy) 一 0, 
由 于 Ryo, Æ OX PR, 故 必 有 y= 0. 所 以 1 不 是 Y 的 特征 值 , 因此 (I — V): 
存在 . 令 
A — (AI - AV)U - V). 
下 证 A 是 对 称 算 子 , 4 的 Cayley 变换 就 是 Y. A 也 可 以 用 以 下 方法 来 定义 : 
D(A) = Ri_v, 对 任意 的 ye D(V), 由 (1-V)ye Rr-v = D(A) 有 
A(T — V)y = Ay — ÀV y. (3.1.10) 
由 条 件 (2) 可 知 , D(A) dE X 中 稠密 . 此 外 , 当 yi, yo € D(V) 时 ， 
(Aly — Vyr), y2 — Vyz) = (Ayı — AV 1, ya — Vo) 
一 (入 十 Aum, y2) 一 MV, y2) = Ay, Vya), 
(yi — Vin, A(ya — Vyz)) = (u1 — Van, Ay2 — AV y2) 
=(à X)(91,92) — A(V y1, ya) — A(yi, Vy2), 


于 是 
(4( — Vy), ya — Vyz) = (y1 — Vyn, A(yo — Vy2)). 


因此 A 是 对 称 算 子 . $ r—y-Vy, y € D(V), 由 式 (3.1.10) 有 , Ar = Ay — ÀVy, 
由 此 得 B B B 
Az — àx —(A—A)y, Ax-—Azx-(A-A)Vy. 

这 证 明了 V 是 算 子 4 的 Cayley 变换 . 口 

根据 上 面 结论 立 得 下 面 的 定理 3.1.5 成 立 . 

定理 3.1.5 Be Ai, Ao 是 Hilbert 空间 X 上 的 稠 定 对 称 算 子 , Vi, Vo 是 它们 
的 Cayley 变换 , A; 是 A, 的 扩张 的 充分 必要 条 件 是 Vo 是 Vi 的 扩张 . 

定理 3.1.6 设 4 是 Hilbert 空间 X 上 的 稠 定 对 称 算 子 ， 

(1) A 是 闭 算 子 的 充分 必要 条 件 是 4 的 Cayley 变换 Y 是 闭 算 子 ; 

(2) V 是 闭 算 子 的 充分 必要 条 件 是 Ry 与 R、 是 闭 子 空间 . 

WA RAT OA 是 闭 的 , 并 设 序列 


Yn = (A — ÀI)In, Zn € D(A), n=1,2,3, (3.1.11) 
收敛 于 某 向 量 y, 由 算 子 V 的 等 距 性 , 序列 
Vy, -(A—Al)g,, n=1,2,3,--- (3.1.12) 
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也 收敛 于 某 个 向 量 z. 式 (3.1.11) 与 式 (3.1.12) 相 减 得 
Yn — Vyn = (A - Norn, n=1,2,3,---, 


即 有 
T 1 ( Vy) : (y—z), n= œ 
nn 二 Yn 一 n) —«W-2) > OO, 
yoann MRY 


而 且 
1 一 一 
At, = Jo Oe — AV Yn) 一 0v — Az) noo. 


又 因为 算 子 4 是 闭 算 子 , 所 以 y 2€ D(A), 并 且 
A(y 一 z) = Ay — Xz. 
于 是 
1 E 一 
y= c [4 72) - Xy - 2] = A - X - 2) € s 

Bl y € D(V), Vy =z. 从 而 得 到 Y BART, Ry 也 是 闭 集 . 所 以 Ry 也 是 闭 集 . 

反之 , 由 V 是 闭 算 子 , 同样 的 办 法 可 推出 A 是 闭 算 子 . 

根据 V 的 性 质 以 及 应 和 OR, BAR, 很 容易 推出 V 是 闭 算 子 . 口 

上 述 三 个 结论 表明 : 稠 定 对 称 算 子 与 等 距 算 子 形成 一 一 对 应 , 研究 对 称 算 子 的 
扩张 问题 归结 为 研究 等 距 算 子 的 扩张 问题 . 要 解决 对 称 算 子 的 扩张 问题 , 还 需要 弄 
清楚 对 称 算 子 的 共 辆 算 子 定义 域 的 构造 , 下 面 3.1.4 小 节 和 3.1.5 小 节 主 要 研究 对 
称 算 子 的 共 斩 算 子 的 定义 域 的 构造 , 给 出 其 结构 的 刻画 . 


3.1.4 RT HER 
XX 3.1.7 W Mi, M2,… Mn Æ X RB n AFEN, ER 
ay +22 + +En=0, zy € M. k—1,2,-,n (3.1.13) 
当 且 仅 当 z1 = za = … = zn = 0 时 才能 成 立 , 那么 称 子 空间 Mi, M2,… , Mn 线性 


无 关 . 
车 Mi, Ma, , Mn 线性 无 关 , 则 空间 M 内 的 任何 向 量 z 可 以 唯一 地 表示 为 


Z 一 21 十 2 十 .十 Zn Zk € M k=1l,2,..…,n (3.1.14) 


称 M 为 子 空间 Mi, Mo,… , Mn 的 直 和 , WA M = Mi 6 Ma OO Mp. 
定理 3.1.8 Æ A 是 Hilbert 空间 X 上 的 闭 对 称 算 子 ， SA z 0, 则 子 空间 
D(A), Ny, Ny 线性 无 关 , 且 它们 的 直 和 与 D(A*) EA, BD 


D(A*) = D(A)@ Nz @ Ns. (3.1.15) 
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WEBB ” 先 证 线性 无 关 性 . 设 z 十 y 十 z == 0, 其 中 , xz € D(A), ye Ny, ze Ny. 
将 A* — AI 作用 于 上 式 的 两 边 得 


(A* — AD)z + (A* — ADy + (A* — AD)z = 0, 
由 于 A*y = Ay, A*z = Az, 所 以 
(A* — AD)z + (A - )z 3 0, 
而 且 (A— AI)z € Ry, (A - )z € Ny. X SA 7 0, RE = Ny, 所 以 
(A— AD =0, (A—A)z=0 > z=0. 
用 (A — AD)! 作用 上 式 两 边 , Bc = 0. Mc =0, y =0, z =0, BI D(A), Ny, Ny È 


性 无 关 . 
其 次 证 明 式 (3.1.15). 由 于 D(A), Ny, Ny IEE D(A*) 中 , 所 以 


D(A) 6 Ny 6 Ny c D(A*). (3.1.16) 


下 证 式 (3.1.46) 的 反 包含 关系 成 立 ， 任 意 u €. D(A*), 往 证 u 可 以 表示 为 
u 二 ZX 十 y 十 z 即 可 , HH, z € D(A), y € Nx, cE Ny. 

由 于 A 是 Hilbert 空间 X 上 的 闭 对 称 算 子 , 所 以 Ry, R、 均 为 闭 集 又 因为 
Ri = Ny, BID. X = Ry, ON). 对 任意 的 we X, A v =v cv, HH, v € RB, 
v e Ny, 且 分 解 是 唯一 的 .对 于 任意 we D(A), $ v = (A -Mjue X, & 


v — v! tv", v! € Rz, v” € Ny, W 


(A* — AI)u =v 4- v". 


y EY 1 
HH v € R5, 存在 x € D(A), 使 得 (4- AD)z =v; Hv" € Na, F y= n ui € Ny, 
则 
A*y = ày, A*r = Ar. 
从 而 
(A* - Alu —v' +0" = (A — AD)z + (A — y = (A - ADz + (4* — AD 


=(A* — Al)(z +y), 


所 以 
(A* - AD)(u — z — y) — 0, 


B u= gry tz, HP, xe D(A), y € Ny z E€ Nx. 因此 
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uc D(A) 6 Nx 6 Ny. 


故 D(A*) = D(A) e Nx 6 Ny. a 

推论 3.1.9 Hilbert 空间 X 上 的 闭 对 称 算 子 4 是 自 伴 算 子 的 充分 必要 条 件 
是 它 的 两 个 亏 子 空间 均 为 零 空间 (也 就 是 亏 指数 等 于 (0,0)). 

定理 3.1.10 设 4 是 Hilbert 空间 和 上 的 闭 对 称 算 子 , A 是 自 伴 算 子 的 充分 
必要 条 件 是 c(4) CR. 

证 明 4 是 自 伴 算 子 , 显然 (A) CR. 

RZ, 设 o(A) CR, 车 n+ > 0, WER à EC, SA > 0, 都 有 A co, (A). 于 是 


R(A — M) = Ni 7 X, 


因此 X € o, (A), 即 当 ny > 0 WY, o. (A) 充满 下 半 开 平面 . EES n > 0, 则 o. (A) 
充满 上 半 开 平面 . 与 c(4) CR AB, 所 以 def(ny,n_) = (0,0), 由 推论 3.1.9 可 知 
4 是 自 伴 的 . 口 

定理 3.1.11 W A 是 定义 在 Hilbert 空间 X 上 的 闭 对称 算 子 , 则 A 的 亏 指 
数 def(4) = (n, n) 有 四 种 可 能 性 : 

(1) n+ #0, n- — 0; 

(2) n, =0, n- £0; 

(3) n4 40, n- #0(n4 =n- Mn, Y n); 

(4) n+ 2 n. — 0. 

Zi ny £0, n. = 0, 则 上 半 平 面 上 的 点 和 (SA > 0) 属于 c(4) (属于 o (A)). 由 
T o(A) c C BAS, 故 G C o(A) 时 有 G —o(A). 因而 闭 上 半 平 面 是 A 的 谱 . 其 
余 情 况 类 似 可 得 . 

推论 3.1.12” 设 A 是 定义 在 Hilbert 空间 X 上 的 闭 币 定 对 称 算 子 , 则 4 的 
谱 集 c(4) 只 能 是 以 下 四 种 情况 之 一 : 

(1) Bl EE TET; 

(2) 闭 下 半 平 面 ; 

(3) 整个 复 平 面 ; 

(4) 实 轴 上 的 闭 子 集 (此 时 A 是 自 伴 的 ). 


3.1.5 Neumann 公式 


设 A 是 定义 在 Hilbert 空间 X 上 的 笛 定 对 称 算 子 ,4* 是 4 NET. 当 
和 = -i 时 , 分 解 式 D(4*) = D(A) @ Ns @ Ny 表示 为 


D(A*) = D(A) O Ni @ Ni, (3.1.17) 


即 对 任意 z e D(A*) 可 唯一 地 表示 成 
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z= zr +r, 2° € D(A), zeNi rteN. (3.1.18) 
定理 3.1.13 (Neumann 公式 ) 
S(A*z, z) = lz* 一 lz- |. (3.1.19) 
WERA B ct eC Ni, 2 eNi WW A*z* = ir^, A'z- = —ix-. 从 而 
(Az9,z^ +2*) = (2°, A* (z^  z*)) = (2°, iz” + ixz*), 
并 且 ， 
(A*z, x) = (Ax — ix^ 4 iz* z? +r +27) 
— (Az, 19) + (2°, -iz~ + it) + (~iz +ist, g?) 
-i|z^ P +i xt]? —i(z^,z*) + i(t, 27) 


=(Az®, 2°) + 2R [(2°, -iz^ +izt)+i(zt, zx 7) +i (le 一 Ea . 


所 以 , S(A*z, 2) = |z* |^ — |z- |. 口 
根据 式 (3.1.19) 的 符号 对 D(4*) 进行 分 类 , 分 成 三 部 分 : 

Dt = {z € D(A*)|S(A*z, z) > 0); (3.1.20) 

D- = {x € D(A*)|S(A*z, x) < 0}; (3.1.21) 

D? = {z € D(A*)|S(A*z, x) = 0}. (3.1.22) 


注 1 we D(A*t) 时 ,ze Dt, xe D, KE r eD 是 根据 et? 一 |z-|? 的 
符号 而 言 的 . 

i2 D+, D-, D9 有 下 列 关 系 : D(A) c D*, Ni c Dt U{0}, N_i Cc D7 U {0}. 

事实 上 , ze D(A), W z- = zt —0,|z* 一 lz —0, Race D. Hr FO, 
rc N;,, WW z? =0,2t =z 40,27 =0, 则 |zt — |z-|? =|z+| > 0, Ai x € Dt, 
即 知 Ni c Dt U (0). 同样 可 得 N_; c D- v (0). 

定义 3.1.14 设 M 和 NN 是 XX 的 两 个 子 空间 , WRN AMA n 个 线性 无 
关 的 向 量 , 使 得 它 的 任何 线性 组 合 除 零 向 量 外 不 属于 M, WA, Mn 称 为 子 空间 NN 
按 模 M 的 维 数 , N 按 模 M 的 维 数 记 为 dim(N/M). 

注 1 dim(N/M) Z dim N 和 dim(N/M) + dim M Z dim N 均 不 一 定 成 立 . 

i2 当 M 是 六 的 子 空 间 时 , dim(N/M) = dim N — dim M. 

注 3 nj,n_ 分 别 为 算 子 A 的 亏 指数 , 则 dim(D(A*)/D(A)) = n4 +n. 
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注 4 设 刀 是 和 内 的 任 一 集合 , 而 M EX AE, # nÆ DU (0) 内 的 

最 大 子 空间 按 模 M 的 维 数 , 则 称 集合 D 按 模 M 的 维 数 为 n, 记 为 dim(D/M) = n. 

定理 3.1.15 tA 是 定义 在 Hilbert 空间 X 上 的 闭 稠 定 对 称 算 子 , m Al n 

分 别 为 4 的 亏 子 空间 N 和 N_i 的 维 数 , 则 集合 D+, D 按 模 D(A) 的 维 数 分 别 
Æ m M n, BH 

dim(D*/D(A)) =m, dim(D~/D(A)) =n. (3.1.23) 


证 明 ”由 于 N; C Dt U {0}, N_; c Du {0}, Brbl 
dim(D*/D(A)) 2 m, dim(D-/D(A)) 2 n. 


只 需 证 明 相 反 不 等 式 即 可 . 只 证 其 中 一 个 , 另 一 个 类 似 . 

# m = œ, 则 上 式 自 然 成 立 . 

24 m < oo 时 , 用 反 证 法 . #7 dim(D* /D(A)) > m, 则 在 Dt HA m+1 个 线 
性 无 关 的 向 量 21, zx2,… ,zm,zm+1, 它们 的 任何 非 零 组 合 含 于 D+ 生成 的 子 空间 ， 
WAST D(A). 由 于 D+ c D(A*), 所 以 zj = a0 +2; x], 其 中 ze D(A), 
z; € N.i, zl e Ni (j212,---,m-^ 1). XA dim N; =m, BrEÀ zf.z2,-- Lal 
线性 相关 , 即 存在 不 全 为 零 的 数 01,02, ,cm+1, 使 得 


+ 
exp 十 cord +--+ Cmmi = 9, 


从 而 


3 十 1 m+1 m+1 


0 一 _ 40 一 
1 CjTj = 》 cja? + M cju; =g +T, 
j=l 


j=1 j=l 


m+1 m+1 


go = > cja? € D(A), 2 = > c2; € Ni, 
j=l j=l 


m+1 
故 x +r ED-, 与 y» e Dt 矛盾 . 所 以 


j=l 


dim(D* /D(A)) < m, 


故而 dim(D*/D(A)) = m. M 

我 们 可 以 利用 Neumann 公式 再 次 证 明 : 对 于 定义 在 Hilbert 空间 X 上 的 稠 定 
对 称 算 子 而 言 , 其 亏 子 空间 的 维 数 在 上 半 平 面 和 下 半 平 面 分 别 为 常数 , 与 复数 和 的 
选取 无 关 . 
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51 3.1.16 i a > 0, 8 是 任意 实数 , 则 对 称 算 子 4 及 B = ah+BI 的 亏 
子 空间 NA, NA 和 NP, NE 分 别 具 有 相同 的 维 数 . 
证 明 D(A4) = D(B), D(A*) = D(B*), 任意 ze D(A*) = D(B*) 
S(B*z,r) = S((aA* + BI)z, z) = aS(A* x, x). 
所 以 , 关于 算 子 AM B D°, D^, D+ 均 相 同 . 故 
dim NA = dim(D*/D(A)) = dim(D*/D(B)) = dim NP, 


dim NÂ = dim(D~ /D(A)) = dim(D-/D(B)) = dim NË.. 口 
定理 3.1.17 对 于 上 半 平 面 的 任何 复数 ASA > 0), 
dim Ny = dim N-i, dim Ny = dim Nj. (3.1.24) 


证 明 设 和 =c+ir,r>0. H NB, NE RRB B=7TA+ol HOTS 
间 , 则 
(B — AI) 2 (B—cI -irl) = (rA o1 — ol —irI) 2 T(A— il), 


BI (B* — AD) = r(A* + il), (B' - A) = r(A* - iD). 从 而 NY = NA, NP = N^. 
于 是 dim NB = dim NA, dim N3 = dim N^. 由 引 理 3.1.16 Al 

dim N = dim NY = dim N^ = dim Ni， 

dim Nx = dim NZ = dim N^; = dim Ni. 口 
3.1.6 ”对 称 算 子 的 对 称 扩张 的 描述 

3.1.3 小 节 给 出 了 Cayley 变换 与 闭 笛 定 对 称 算 子 的 对 称 扩张 间 的 关系 . 闭 稠 定 
对 称 算 子 4 对 应 的 Cayley 变换 Y 是 一 个 闭 等 距 算 子 , HV 是 V 的 一 个 扩张 , 则 
Vi 对 应 的 对 称 算 子 A 也 是 4 的 一 个 扩张 , 反之 也 成 立 . 从 本 结论 可 以 得 出 闭 黎 
定 对 称 算 子 的 扩张 , 其 实质 上 是 一 个 等 距 算 子 的 扩张 , 本 小 节 利用 这 一 事实 给 出 对 
称 算 子 的 对 称 扩张 的 描述 . 

在 Hilbert 空间 X 上 研究 对 称 算 子 的 扩张 , 也 是 研究 其 闭 算 子 的 扩张 , 即 若 A 
是 对 称 算 子 , 4 是 其 闭 包 , 那么 , 4 的 对 称 扩张 算 子 A 也 是 闭 算 子 A 的 扩张 . A 
此 , 本 小 节 恒 假设 对 称 算 子 4 是 闭 的 . 

定理 3.1.18 Hilbert 空间 X 上 的 闭 稠 定 对 称 算 子 A 的 任何 对 称 扩张 A, 都 
由 茶 个 以 闭 子 空间 D C Ns = Rl 为 定义 域 , 以 RCN, = Rl 为 值 域 的 等 距 算 子 
U 所 确定 (SA > 0). TWA, 对 任意 z' € D(A’), 有 如 下 等 式 : 


z —rtz—-Uz, rED(A),zED; (3.1.25) 
A'z! = Az + Az — AUz. (3.1.26) 
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反之 , 对 任何 这 样 的 等 距 算 子 U, 3X (3.1.25) 和 式 (3.1.26) 确定 了 算 子 4 的 某 

个 闭 对 称 扩张 A, 同时 算 子 A 的 亏 子 空间 是 
NL—N90D, Ni = NOR. (3.1.27) 

WEBB OR ARMAREMREAT, A 是 4 的 闭 对 称 扩张 ,用 Y OAV’ 分 别 表示 

fT. A 5 A 的 Cayley BM, 即 对 SA > 0, 

V —(A-AD(A-AI), 

V! « (4' - AD(A - AI). 
由 于 ACA, 所 以 了 CT BH D(V)c D(V’). > 

D-D(V)-D(V) R= Ry: — Ry, (3.1.28) 
则 
DID(V) > DLRx, RLRy > RLR). 

而 Nyx = Re, Nx = RX, 所 以 DCN), RC Ny. 

ENAT U: DOR, 对 任意 ze D, Ux = V'z, 因为 V' 是 等 距 算 子 , 所 以 U 
也 是 D -RR 上 的 等 距 算 子 . 由 式 (3.1.28) TA, 对 任意 y € D(V^), y = yy + yp. 
其 中 , yv € D(V), yp € D. WA 

V'y = V'yy 十 V'yp = Vyy + Ugp. 
X. D(A’) = R(I - V^), D(A) = RU — V), 故 对 任意 的 w € D(A’), FE y € D(V’), 
使 得 z' = (I - V)y'. 由 于 wy 具有 上 上述 分 解 , 所 以 

z'—(I-—Vyv * yp) = (I — V')yv + (I — V)yn = (U — Vy + yp — Uyp. 

Ma’ =2+2-Uz, 其 中 ， 
z=(T—V)yv € RI -V) - D(A}, z=yp EDCN, Uz-UypeRc Ny. 
因此 


A'z! = A'(z + z — Uz) = Az + A'z — A'Uz = Az + Az — AUz. 


RZ, RU 是 给 定 了 定义 域 为 Dc M, 而 值 域 为 RCN, 的 等 距 算 子 , 则 对 
任意 ye D(V,zeD. > 
V'(y 4 z) 2 Vy Uz. 


由 于 D(V) = Ry, Ny = Rt, DLD(V), RLR(V), HU 是 等 距 算 子 , 所 以 对 任意 z, 
z2 € DV)O D = DV’), 21 = yı + zi, £2 = yo + 22, i € DV, = € D (i = 1,2), 
因此 
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(V'zi,V'z3) 2 (V'(y1 + z1), V'(ya + 22)) = (Vy + Uz1, Vyz + Uz2) 
— (Vii, Vya) + (Vyr, Uz2) + (Uz1, Vy2) + (Uz1, Uz2) ` 
= (yi Y2) + (21, 22), 


而 
(y1 + 21, yo + 22) = (21,22), 


A V' 也 是 一 个 等 距 算 子 , 并 且 是 Y 的 扩张 . 
下 证 V' 也 是 4 的 某 个 对 称 扩张 的 Cayley 变换 . 设 4' 是 V' 对 应 的 闭 对 称 
AT, 
A «(A- AV)(I-V')!, D(A) = ROI-V'. 


WHER z' € D(A’) = RU — V^, FE yq € D(V'), 使 得 z' = (1  V^)yi. 而 又 
D(V = D(V) 6 D, 所 以 , 存在 ye D(V), ze D, E y; — y c z, Bl 


z'—(I—V^yi 2 yi — Vii = (y  z) - V'(y  z) 
=(ytz)-Vyt+Uz)=y—-—Vy+2-Uz=(1-V)y+z-Uz, 


其 中 ,ye DV), z = (1 —V)y € Ra-v) = D(A), ze DC Ny, Uz € RC Ny. 所 以 ， 
任意 z' € D(A’), 存在 x € D(A), z € D, fif z' =x + z-— Uz. 
MBH D(A) c D(A) e Ny & Ny, Bl A' c A", d 
Ad! = A'(z + z— Uz) = Az + Az — AUz. 


由 上 面 A’ 的 构造 可 知 , A 的 亏 子 空间 
NM = NeD, NLi- NeR. (3.1.29) 


口 

注 1 nj 5n 均 不 为 零 时 , A 可 能 具有 对 称 扩张 , WA 4 的 对 称 扩 张 也 有 
无 穷 多 个 , n+ 与 n_ 均 小 于 无 穷 . 

注 2 Bn, Rn- 有 一 为 零 时 , 4 没有 对 称 扩张 . n+ =n =0 时 ,4 是 自 伴 
AT. 也 就 是 说 n+ 与 n_ 均 不 为 零 时 A 才 有 对 称 扩张 . 

注 3 4 具有 自 伴 扩张 o dimN、 = dim Ny, en, n. 

注 4 A 是 算 子 ABESSE e M = NL= {0} @D=N, H R= N 

#5 H n,n 时 , 4 没有 自 伴 扩 张 . 

推论 3.1.19 (1) 在 定理 3.1.18 中 , 当 且 仅 当 U 的 定义 域 和 值 域 分 别 与 N、 
和 Nx 一致 时 , 扩张 A’ REB PERS; 
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(2) 当 且 仅 当 算 子 A 的 亏 子 空间 Ns 与 N、 具有 相同 维 数 , 即 它 的 亏 指数 为 
(n,n) 时 , RF A 有 自 伴 扩张 . 

当 亏 子 空间 Ny 和 Ns 均 为 有 限 维 空间 时 , 对 称 扩张 (特别 是 自 伴 扩张 ) 可 以 
简单 地 写 出 . 我 们 所 关心 的 是 自 伴 扩张 , 用 n 表示 Nx Al Ny 的 维 数 , 在 N、 内 任 选 
单位 正 交 基 e1, ez,.… ,en, (6565) à (53 — 1,2,… ,n). 在 Ny 内 任 选 单位 正 交 
dk ei, es,:… el, (ej, e) = diy (53 =1,2, n). 

对 任意 的 z € Ny, 有 z= Gei £262 +--+ Enen. 任何 以 NZ 为 定义 域 , NA 为 
值 域 的 等 距 算 子 U, 可 由 公式 

Uz=2, (> wut] ej (3.1.30) 


j=l \k=1 


给 出 , 其 中 U = (ux) EBER. 所 以 , 任 对 意 的 z' € D(A’), 若 


r-—z-4 $e; — 5 (>: 73 ej; rc D(A), (3.1.31) 
j=l 


j=1 \k=1 


而 且 


A's! =4z 十 入 D £jej; 一 >, (x: 73 ej; (3.1.32) 
j=1 j=l \k=1 

则 A’ 就 是 4 的 一 个 自 伴 扩张 . 

iki 若 亏 子 空间 N,N 中 有 一 个 不 为 零 空 间 , WHT 4 有 非 平凡 扩张 A. 

(1) 4 是 闭 对 称 算 子 , 当 且 仅 当 它 的 亏 子 空间 有 一 个 等 于 零 空 间 , 它 的 亏 指数 
为 (0,n) 或 (n,0) 时 , A 是 最 大 的 ; 

(2) 当 且 仅 当 N = N, E R= NA 时 , 扩张 A 是 最 大 的 ; 

(3) 若 亏 子 空间 NL M 是 有 限 维 的 且 有 相同 的 维 数 , 则 任何 最 大 扩张 是 自 
FR. 

注 2 在 定理 3.1.18 F, 如 果 闭 稠 定 对 称 算 子 4 具有 有 限 的 相同 亏 指数 , 则 
对 称 算 子 4 有 自 伴 扩张 算 子 A’, Bl AC 4 = A* c AS 并 且 D(A’) = D(A) 6 N, 
AK'B,NCNieN.dimN-n-^-n*-n. 


3.1.7 ”举例 


在 近代 量子 力学 及 许多 工程 技术 问题 中 , 需要 考虑 高 阶 微分 算 子 . 本 小 节 考 虑 
[0, co) 上 实 系数 的 n Bt (n = 2r > 2) 对 称 微分 算式 


L(y) = (-1)" (pt?) ay: (pie) ae + ni(z)y') +poy 
(3.1.33) 
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在 L?[0, oo) 上 所 生成 的 对 称 算 子 的 亏 指数 以 及 扩张 问题 , 其 中 , 系数 pi (n) 是 定义 
在 区 间 (0,00) 上 的 实 函 数 , 并 且 至 少 具有 直到 上 大 阶 的 导数 , po(z),pi(z),……… pei (2) 
在 区 闻 [0, 00) 的 任何 紧 子 集 上 Lebesgue 可 积 . 
$ Du 表示 L?|0,o0) 内 满足 下 述 性 质 的 函数 所 组 成 的 线性 流 形 : 
(1) y^7!(z) 在 [0, 00) 的 任何 紧 子 集 上 绝对 连续 ; 
(2) ((y) = yl”! € L?[0,o0). 其 中 , y 表示 y 的 拟 导数 : 
y =y, &=0,1,---,r—1, 


yl = pry, 

yl tH = pr-ky y 一 (yl-**- Uy, k= 1, 2, nT; 
BK Dy AX (3.1.33) 的 最 大 算 子 域 , 相应 地 , 5X. (3.1.33) 以 Du 为 定义 域 所 生成 
的 算 子 记 为 Ly, RAK (3.1.33) 所 生成 的 最 大 算 子 . 以 Ds 表示 Dy 的 如 下 子 
集 : y € Dy, HA y 在 [0,00) 的 某 紧 子 集 外 为 0. 微分 算式 (3.1.33) 以 Dt, 为 定义 
域 所 生成 的 算 子 记 为 LL, 容易 证 明 D^ 在 LO oo) 中 是 稠密 的 , 而 且 是 对 称 的 . 用 
Lo 表示 Lh 的 闭 包 , 即 Lo = Lh, Do 表示 Lo 的 定义 域 . 容易 验证 Lo 是 LO, 00) 
FRAR ERRAT, Lo RAR (3.1.33) 所 生成 的 最 小 算 子 . 并 且 满 足 : D$ = Lm, 
Do 解析 描述 如 下 : 


Do = fy € Dm | ly, z] (a) = im ly, z] (b) = ly, z](oo) —0,Vzc Du} , (3.1.34) 
其 中 [y, z](z) 是 关于 l(y) 的 Langrange 双 线 性 型 , 即 
J aaa / i yl(z)dz = [y, 2]®. (3.1.35) 


定理 3.1.20 MF [0,00) 上 实 系数 的 n Bt (n = 2r > 2) 对 称 微分 算式 
(3.1.33), 由 i(y) 生成 的 最 小 算 子 Lo 是 闭 笛 定 对 称 算 子 ， 其 亏 指 数 (m,m) 满足 
r € m & 2r. 

WEB] ” 实 系数 对 称 微分 算 子 的 亏 指数 相同 , 且 m < 2r(Bli(y) = ày 至 多 有 2r 
个 线性 无 关 的 解 ). 下 面 只 证 明 m >r 即 可 . 

设 pu, pz … ,pm IEA Uy) = dy (SA # 0) 的 一 组 属于 LO, oo) 的 线性 独 
TERE, Pmi: Pmt ,pam 是 方程 Uy) = Ay 的 一 组 属于 L7[0,oo) 的 线性 独立 解 . 
由 于 Lë = Lm, 

Dm = Do 0 Nx o My, 
从 而 知 任意 y € Dy, 可 唯一 地 表示 为 


2m 


y= yo 十》 e595, 


j=1 
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其 中 , yo € Do, c, 是 常数 . 
选取 Dy 中 2r 个 函数 yi, Y2 Yor 满足 det(y 人 (0)) £0 (j,k =1,2,---, 


2r), 则 di, Vo, +++ Yor 线性 无 关 (选取 可 行 的 , 如 ye ?(0) = dyn, ye?) = 0, 


hj (t) — 0 (t > 1)). 
对 于 每 一 个 vy € Du, 可 有 如 下 表示 
2m 
Vj = Yy0 十 》 ogkek, 了 = 1,2, ,27, (3.1.36) 
k=1 


其 中 , yjo € Do, 下 证 系数 矩阵 (aje) 的 秩 不 能 小 于 2r. 
若 不 然 ， 存在 不 全 为 零 的 数 Cl1，C2) ,C2p, 使 得 (jk )2r x2m = (01, 02, Ue ,02,)1, 
E 


C1Q1 + C203 + +++ + Cord, = 0, (3.1.37) 


由 此 推 知 


" 
Sco =0, k-12,-,2m. (3.1.38) 


从 而 
V — 014 ceased C2rW2r = > €4930 十 So Y O Gk Pk 
J=1 k=l 


2725 Y sag oe = Yn € Do 
k=1 \Jj=1 
2r 

而 % € Do FH v VO) = Vow ?(0) = 0 (k = 1,2,---,2r), 与 det 


j—1 
(£P (0)) £0 矛盾. 从 而 rank(o5x) > 2r. 所 以 , 2m > 2r, Bl m > r. 口 
设 pi1(z), p2(7),… ,pn(z) 是 方程 1(y) = 0 的 一 组 线性 无 关 的 解 , 满足 条 件 
(lee; ps](0))1 sen =J, 


其 中 J 是 如 下 的 反 Hermite 4EBE 


I. 
J-i 9) 


用 [v.v] (c) Fl Q(x) 分 别 表示 对 称 微分 算式 (3.1.33) 的 Lagrange 双 线 性 型 和 契合 
AERE, 即 


3.1 ”对 称 算 子 的 扩张 NE 


b bp 
J xs - n yl(z)dz = [y, z](9) — fv. z(a) = by, a), 
fy, 2l(2) = (Q(2)C(y), C(2)) = RG)Q()C(y), 


其 中 , R(y) = (y(z),y/(z),--- yi "73(z)), C(y) = R(y)T. 用 N* RRE N ASEH 
转 置 , 用 NT Rake N 的 转 置 . 

定理 3.1.21l6| ”对 于 [0,00) ERRAKI n Br (n = 2r > 2) 对 称 微分 算式 
(3.1.33), 由 (y) 生成 的 最 小 算 子 Lo 是 闭 秽 定 对 称 算 子 , 设 其 亏 指数 (m,m) 满足 
m — 2r. WR M, N 是 n x n ABE, 满足 条 件 

(1) 


rank(M 6 N) =n, (3.1.39) 
(2) 
NJN* + MQ *(0)M* =0, (3.1.40) 
W Du 内 由 边 条 件 
y(0) ly, 1] (co) 
M d n| & palloo) =0 (3.1.41) 
oa (0) [y. " (oc) 
所 界定 的 线性 流 形 D(L) 为 Lo 所 生成 的 自 伴 算 子 工 的 自 伴 域 , BI 
Ly=ly), y€D(L) (3.1.42) 


是 一 个 自 伴 微分 算 子 . RZ, 由 Lo 所 生成 的 任何 自 伴 算 子 工 的 自 伴 域 都 具有 上 述 
形式 . 
定理 3.1.22[153 ”对 于 [0, co) 上 实 系 数 的 n Bt (n = 2r > 2) 对 称 微分 算式 
(3.1.33), 由 Ly) 生成 的 最 小 算 子 Lo 是 闭 稠 定 对 称 算 子 , 设 其 亏 指数 (m, m) 满足 
rm x2r, WR M, N 分 别 是 m xn A m x (2m — n) OB, 满足 条 件 
(1) 
rank(M $ N) =m, (3.1.43) 


(2) 
NJN* + MQ !(0)M* = 0, (3.1.44) 
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则 Dy 内 由 边 条 件 


y(0) [yw 1] (06) 
M y o ty vale) =0 (3.1.45) 
yl^- U(0) ly, 2. —] (06) 


所 界定 的 线性 流 形 D(L) A Lo 所 生成 的 自 伴 算 子 工 的 自 伴 域 , 即 
Ly = ly), ye D(L) 


是 一 个 自 伴 微分 算 子 . RZ, 由 Lo 所 生成 的 任何 自 伴 算 子 L 的 自 伴 域 都 具有 上 述 
形式 . 

定理 3.1.2308] ”对 于 [a,b] 上 实 系数 的 n 阶 (n = 2r > 2) 对 称 微分 算式 
(3.1.33), 由 Ly) 生成 的 最 小 算 子 Lo 是 闭 的 稠 定 对 称 算 子 , 如 果 M,N Jén x n ÓB 
Er, 满足 条 件 

(1) 


rank(M @ N) =n, (3.1.46) 
(2) 
NQ7'(b)N* + MQ7*(a)M* =0, (3.1.47) 
则 Du 内 由 边 条 件 
y(a) y(b) 
M me) -N dU -0 (3.1.48) 
yr (a) Up- 人 

所 界定 的 线性 流 形 D(L) 为 Lo 所 生成 的 自 伴 算 子 工 的 自 伴 域 , 即 

Ly-l(y, y€D(L) (3.1.49) 


是 一 个 自 伴 微 分 算 子 ， 反 之 , 任何 由 Lo 所 生成 的 自 伴 算 子 L 的 自 伴 域 具 有 上 述 
形式 . 
推论 3.1.24 回 ”对 于 [0, co) 上 实 系数 的 2 阶 对 称 微分 算式 


Iy) = —(p(2)y’)’ +qa(z)y, x € [0, 00), (3.1.50) 
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其 中 , p(z),q(z) 是 定义 在 [0, co) 上 的 实 函 数 , A p7!(z),q(z) 在 [0,00) 的 任何 紧 
子 集 上 Lebsegue 可 积 . 由 Uy) 生成 的 最 小 算 子 Lo 是 闭 笛 定 对 称 算 子 ,其 亏 指数 
(m, m) AE 1 m«2, Bl m-—1s5&m-2. 

1) 34 m = 1 时 , 对 称 微分 算式 (3.1.50) 称 为 极限 点 型 的 (limit point), W Da, 
内 由 边 条 件 


cos ay(0) + sin ap(0)y’(0) = 0 (3.1.51) 

所 界定 的 线性 流 形 D(Z) A Lo 所 生成 的 自 伴 算 子 工 的 自 伴 域 , BI 
Ly=ly), y€D(L) (3.1.52) 
是 一 个 自 伴 微分 算 子 . 反之 , 由 Lo 所 生成 的 任何 自 伴 算 子 工 的 自 伴 域 都 具有 上 述 


形式 . 

2) 34 m = 2 时 , 对 称 微分 算式 (3.1.50) 称 为 极限 圆 型 的 (limit circle), MR M, 
N 是 2 x 2 矩阵 , 满足 条 件 

(1) 


rank(M N) = 2, (3.1.53) 
(2) 

NJN* + MQ !(0)M* = 0， (3.1.54) 

其 中 J = Q-1(0) = ( " ) 则 Du 内 由 边 条 件 
M ( (0) -n| eme», (3.1.55) 

»(0)y (0) [v, 22] (o) 

所 界定 的 线性 流 形 D(L) 为 Lo 所 生成 的 自 伴 算 子 工 的 自 伴 域 , 即 

Ly = ly), y € D(L) (3.1.56) 


是 一 个 自 伴 微分 算 子 . 反之 , 由 Lo 所 生成 的 任何 自 伴 算 子 工 的 自 伴 域 都 具有 上 述 
形式 . 


3.2 ”对 称 算 子 的 扩张 算 子 的 谱 


3.1 节 研 究 了 对 称 算 子 的 扩张 问题 , 我 们 自然 而 然 地 想 弄 清楚 对 称 算 子 在 扩张 
过 程 中 , 其 谱 是 如 何 变化 的 . 例如 , 在 推论 3.1.12 中 , 我 们 知道 对 称 算 子 的 谱 在 复 平 
面 上 的 分 布 情况 , 而 扩张 成 自 伴 算 子 后 其 谱 仅 分 布 在 实 轴 上 , 谱 点 是 如 何 变 化 的 ? 
为 了 便于 研究 对 称 算 子 扩张 后 谱 的 变化 情况 , 引入 谱 核 这 一 概念 
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3.2.1 iE 

定义 3.2.1 “对 于 定义 在 Hilbert 空间 X .EBSPISSESRTERCT A, 若 对 任意 
Ac C, 存在 常数 K = K(A) > 0, 使 得 对 所 有 x € D(A), 

(A — ADzll > K llzll, (3.2.1) 

则 称 数 A 为 算 子 4 的 正则 型 点 (point of regular type); A 的 所 有 正则 型 点 的 全 体 
称 为 算 子 的 正则 型 域 (domain of regularity), 记 为 I(4), BB 

H(4) = {A € € | IK(A) > 0, 使 得 |(4- AD)z|| > K |[z||,V2 € D(A)). (3.23) 

由 定义 3.2.1 可 知 , BF A 的 正则 点 一 定 是 算 子 4 的 正则 型 点 , 即 p(4) C I(4); 
反之 , 5 A € II(A) 时 , 虽然 (4- AI)! 存在 且 有 界 , 但 是 R4- AI) = D(A — AD)-1 
不 一 定 是 全 空间 , 所 以 反 包含 关系 p(A) 2 H(4) 不 一 定 成 立 . 当 A 是 自 伴 算 子 时 ， 
(A — AD)! FEHER, R(A — AI) = D(4 一 和 -i 一 定 是 全 空间 , 所 以 , 自 伴 算 子 
A 的 正则 点 与 正则 型 点 相同 , 即 p(4) = (A). 

定理 3.2.2 Hilbert 空间 X 上 的 任何 线性 算 子 A 的 正则 型 域 是 开 集 . 

WEBB 设 Ag 是 4 的 正则 型 点 , Ao € H(A), 4 JA— Aol <b < 5 K Qv) 时 , 对 任 
意 ze D(A), 有 

(A — A)z] 2 [CA — AoZ)a] — |^ — Aol [2] 


> (KQo) - 8) ll > 2 Ko) fiel. 


所 以 Ao 的 5 邻 域内 的 任何 一 点 均 属 于 (A), 故 A) 是 开 集 . 口 
定理 3.2.3 3$ 4 是 稠 定 对 称 算 子 , 则 任何 非 实数 均 属 于 它 的 正则 型 域 . 
证 明 设 和 =c+irecC, 且 7 藉 0, 则 对 任意 ze D(A), 有 


|(A — ADz|? = ((A — eI)z --irz, (A — oI)z + irz) 
=||(A — eDalP + Ir? lll? > IP lal. 

所 以 € II(A). 口 

定义 3.2.4 SEG CNH(4) 称 为 算 子 A 的 谱 核 (spectral kernel), 记 为 ck(4) 
或 ko, BI 

ex (A) = CMI(A). (3.2.3) 

由 定义 3.2.4 可 知 

(1) 由 于 p(A) c (A), 故 or(A) c of A), 即 谱 核 是 谱 的 一 部 分 , 一 般 说 来 
ak(4) Z ofA); 


3.2 ”对 称 算 子 的 扩张 算 子 的 谱 -77. 


(2 当 A 是 自 伴 算 子 时 , 由 于 or(4) = e, 则 p(4) = IA) H o(A) = ox(A). 
即 自 伴 算 子 的 谱 核 与 谱 是 重合 的 ; 

(3) 由 谱 核 的 定义 可 知 , 对 于 对 称 算 子 A 而 言 , 4 的 所 有 特征 值 均 属于 A 的 
谱 核 , 即 o,(4) C ox(A). 而 (A — AD)7! 存在 且 无 界 的 点 也 属于 4 的 谱 核 , 称 为 谱 
核 的 连续 部 分 . A 的 连续 谱 也 属于 谱 核 , 所 以 ox (A) 中 的 点 分 为 两 类 , 或 者 属于 点 
谱 , 或 者 属于 连续 谱 ; 

(4) E A’ 是 对 称 算 子 A 的 扩张 , 则 由 正则 型 域 (A) 的 定义 可 知 , (A) > 
II(A^, 从 而 ox(A') 2 ox(A). 所 以 A! 的 谱 核 的 每 一 部 分 都 包含 4 的 谱 核 的 对 应 
部 分 ; 

(5) 车 A’ 是 对 称 算 子 4 的 自 伴 扩张 , 则 oj(A) C oi(A’)=0o(4')cR. 

定理 3.2.5 Hilbert 空间 X 上 具有 有 限 气 指数 的 稠 定 对 称 算 子 A, 它 的 对 称 
扩张 不 改变 它 的 连续 谱 ; 对 于 有 相等 的 有 限 亏 指数 的 闭 稠 定 对 称 算 子 A, 它 的 所 有 
自 伴 扩张 具有 相同 的 连续 谱 . 

WEB] BA 是 对 称 算 子 A 的 对 称 扩张 , W D(A’) 2 D(A), D(A)/D(A) 是 
有 限 维 的 , 而 且 (A! — AD)D(A')/(A — AD)DCA) 也 是 有 限 维 的 , 所 以 (A! — Ar)? 与 
(A — AD)! 同时 有 界 , 或 同时 无 界 (因为 有 限 维 空间 上 的 算 子 一 定 是 有 界 算 子 ). X 
A’ 与 A 的 连续 谱 是 相同 的 , 即 o.(4) = oc(4). 由 上 面 证 明 便 得 后 一 结论 . 口 

定理 3.2.6 ”定义 在 Hilbert 空间 XX 上 的 具有 有 限 亏 指数 (m, m) HAREM 
RAT 4 的 扩张 为 自 伴 算 子 4' 时 , 其 每 一 个 特征 值 重 数 的 增加 不 超过 m. 特别 地 ， 
新 的 特征 值 的 重 数 不 大 于 m. 

证 明 设 A 是 闭 对 称 算 子 , 具有 有 限 亏 指数 (m,m), A 是 A 的 自 伴 扩 张 , 
EST A 的 p 重 特征 值 , WA 也 是 算 子 A 的 特征 值 . 

用 pta 表示 算 子 A! 的 特征 值 和 的 重 数 , 并 设 g > m, ROE A's = Xz 的 一 
组 线性 无 关 解 21,22, , Zp, Ept ,Zpfg 使 得 当天 = 1,2, ,p 时 , zk € D(A). 
又 因为 


dim D(A’)/D(A) = m, 


而 q > m, 所 以 , 存在 不 全 为 零 的 数 ak, 使 得 


O1Lp41 + O22p42 十 … :十 aoZp+g € D(A). 


但 是 , 向 量 m = atp + azzp+2 十 … 二 aozpte HAT A 对 应 的 特征 向 量 . 它们 
与 m5, ,zp 线性 无 关 , 矛盾 . 故 9 m. 口 
推论 3.2.7 “定义 在 Hilbert 空间 X 上 具有 相等 且 有 限 亏 指数 的 闭 稠 定 对 称 
BF 4 的 任何 自 伴 扩张 A 具有 相同 的 本 质谱 . 
证 明 ”由 定理 3.2.5 和 定理 3.2.6 立 得 . 口 
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根据 以 上 几 个 结论 , 可 以 得 到 : 对 定义 在 Hilbert 空间 X 上 的 有 相等 且 有 限 亏 
指数 的 闭 稠 定 对 称 算 子 A, 它 的 任 一 自 伴 扩张 A 的 谱 具 有 以 下 特点 : 连续 谱 不 变 ， 
即 c. (A) = cc(4); @ 点 谱 仍然 是 点 谱 , 维 数 可 能 发 生变 化 , 即 ce(4) C o, (A); E 
T 4 在 上 下 半 平 面 上 的 剩余 谱 变 成 自 伴 算 子 A 的 正则 点 , 即 cr(4)m(C+UC-) C 
ey (A^); DET A 在 实 轴 上 的 剩余 谱 部 分 成 为 自 伴 算 子 A 的 点 谱 , 部 分 成 为 自 伴 
BF A 的 正则 点 . 

3.2.2 ”两 个 子 空间 的 张 度 

为 了 进一步 研究 对 称 算 子 的 自 伴 扩张 算 子 的 谱 , 引入 两 个 子 空间 张 度 的 概念 . 

定义 3.2.8 UE Mi,M Æ Hilbert 空间 X 的 两 个 子 空间 , P,,P» 是 分 别 投影 在 
Mi 和 M 上 的 投影 算 子 , Æ P, — P, 的 范 数 称 为 这 两 个 子 空间 的 张 度 (aperture). 
WA 6(Mi, M3) = ||P, — Poll- 

由 定义 3.2.8 可 得 这 两 个 子 空间 的 张 度 满足 以 下 三 条 性 质 : 

(1) 

6(X — My, X — M2) = 0(Mi, Mp). (3.2.4) 


(2) 
6(Mi, M2) < 1. (3.2.5) 


事实 上 , 6(X — Mi, X — Mp) = ||(I — Pi) — (I — P9)I = IA — Pall = 6041, M3), 
对 于 任意 z€ X, PRU - Ps 5 (1-P) Rc EX, 而 且 差 等 于 (P; — P), 从 而 


(P. — Pl = ||P — Piel? + IG — Pa) Piz? 
«IQ — P)sll* + Pzl = Mall, 


故 (Mi, M2) < 1. 

(3) 若 两 个 子 空间 中 有 一 个 含 非 零 向 量 , 并 且 这 个 向 量 与 另 一 子 空间 正 交 , 则 
6(Mi, M3) = 1. 

FKE, Æ m 70,2 € Mi, xL Mo, JI] Pix = 2, Pox = 0, |(P1 — P2)x|| = lll; 
故 ||P, -Pll 1. 

定理 3.2.9 Ut Mi,M2 是 Hilbert 空间 X 的 两 个 子 空间 , 3$ 0(Mi, M3) < 1, 
则 

证 明 ”车 dim M， > dim Mo, 则 My 内 存在 非 零 向 量 与 Mz EX, 即 存在 


ze Mı, 使 得 zLM2，x Z0. 由 上 面 讨论 知 0(Mi, Mo) = 1, 而 0(M1, M2) < 1, F 
JS. 只 有 dim M; = dim M3. 口 
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注 Ws [0,1],P(s) Æ X LWRBAT, €i P(s) 关于 s 一 致 连续 , W P(s)X 
关于 不 同 s 互相 同 构 , BI dim R(P(s)) = dim P(s)X = 常数 . 
命题 3.2.10 ” 张 度 的 男 一 等 价 定义 : 


dy = sup WEA POs gy sup IO — Pl (82.7) 
sem, |z] eM, zl 
FO 了 天 0 
则 
e(Mi, M3) = max{dı, d2}. (3.2.8) 


证 明 HEX 3.2.8 得 


(P= Poe... VIC- Ps? + | — Ps) Pra? 
z| B i 


6(Mi, Mz) = sup p izl 
TAO 


zeX 
cz3x0 
M4 y € Mi Ff, (I — Pi)z =0, (I - P))Piz = (I - Paje. 于 是 
Vl P3(I — Pijal? + || — Pe) Piz||? I- 
6(M,,M>) > sup VIPE = Posi? + |U - Pe) Piz? _ sup ee = dy. 
EM 


E 四 - | 


同 理 得 0(M|, M3) z di, 从 而 (Mi, M3) z max{d,, da). 
由 d; 的 定义 可 知 , 对 于 Ve e X, I — Po) Pill? < Bx, 而 


||P2U — P,)z||? =(P,(T — P,)s, PT — P,)x) 一 (P — P,)z, (I — Pix) 
= (P — P,)z, (I — P?z) = (U - Py) P2(1 — Pi)o, (I — P2) 
«[( — P)P»(1 — Pell || — Pi)xll - 


` (Q — Pi) Pa — Pill E 
根据 di 的 定义 可 知 BP < di, 因而 


||Po(I — Pel? < di P3. — Pall lO — Pa)all, 


即 
| Pa — Piel < dil — Pos]. 


由 此 推出 
l4 — P») Piz|" + P3 — Posi < di ||Pyarl|? + d C — Pis 
< max{d?, d2) (IPizll" + U — Pi)a|l) 


< max(di, d) zl". 
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所 以 
(My, M3) x max{di, d2}. 


故 (Mi, M3) 一 maxíd;, d2}. 口 
定义 3.2.11 Ut A 是 定义 在 Hilbert 空间 X 上 的 闭 稠 定 对 称 算 子 , > N = 
R(A — AI): (A 可 以 为 实数 ), 则 Na 称 为 4 在 和 点 的 亏空 间 . nx=dimV RA A E 


入 点 的 亏 数 . 
定理 3.2.12 WE H(4) 是 Hilbert 空间 X 上 闭 稠 定 对 称 算 子 A 的 正则 型 域 ， 


则 TI(A) 的 连通 部 分 中 任意 点 的 亏 数 n 都 相同 , 且 等 于 某 常数 . 

证 明 rT A (A) 的 一 个 连通 部 分 , P 是 在 WA 上 的 投影 算 子 . 往 证 : 对 任 
意 的 Ao ET, 存在 Ao 的 一 个 5 BER U (Ao, 5), 使 得 任意 的 A€U (49,6), O(N, No)<1. 
从 而 由 定理 2.3.7 得 ny = ny, RERET 中 n, 是 常数 . 

Wt Ao € P, 则 由 T 为 正则 型 连通 部 分 知 , Ao 是 正则 型 点 , 故 对 任意 的 z € D(A), 
存在 c= c(Ao) 0, 使 得 

\|(A — AoZ)zl| > cllzll. 
取 充分 小 的 5 > 0, 并 使 得 5 < 3c, 当 JA - 0] < 6 时 , 对 任意 re D(A), 


ICA — AZ) a] = [ICA — Ao) + (Ao — Ajal] > ICA — AoZ)zl| — [Ao — Al lll] > - lz. 
另外 ,， Py, 是 在 Ns。 上 的 投影 算 子 , 而 R(A - Ao) = Nay, 所 以 了 - Py, 是 
R(A 一 和 0) 的 投影 算 子 . Mil, 当 y € Ny, H ly = 1 时 , 存在 x € D(A), 使 得 
(A — NDz = (I — Po)y. 
TR 
I — Pao ull? = (U — P) 0 — Po)y) = (y, (I — Proy) = (y, (A — AoI)z), 
注意 到 y 1(A — AT)z, 得 


IE- Pulls sop, E TL A DE 
1 
= oP Tanna < E na 
1 
< E = 3 (3.2.9) 
类 似 可 以 证 明 , 3 y € Ny, 且 dl] <1 时， 
I~ Pos < sup Pont a =} (3.2.10) 


z€D(A) 


32 RIE 


由 式 (3.2.9) 和 式 (3.2.10) 得 


(NX, Nao) S 3 
SX dim Ny = dim Nys, 即 ny = nao- m 

对 于 定义 在 Hilbert 空间 X LEBUBISSADUPERALT 4 而 言 , 上 半 平 面 和 下 半 平 
面 均 属 于 其 正则 型 域 , 则 有 下 列 结论 . 

推论 3.2.13 ”车 实 轴 上 的 某 点 Ao 属于 定义 在 Hilbert 空间 X EMAAR 
RET 4 的 正则 型 域 , 则 它 的 两 个 亏 指数 相等 , 并 且 等 于 在 该 点 处 的 亏 数 nas, 即 
def A = (ny, nx, ). 

事实 上 , 在 点 Ao 的 邻 域 内 A 的 亏 数 为 常数 , 而 Ao 属于 连接 上 下 半 平 面 , Ao 的 
这 个 邻 域 包含 在 (A) A, 在 该 连通 部 分 中 亏 数 是 常数 mo. 

推论 3.2.14 BA 是 定义 在 Hilbert 空间 X 上 的 亏 指数 为 (m,m) HAA 
对 称 算 子 , 若 对 某 个 实数 Ao, FB na, < m, 则 Ao 属于 算 子 A 的 任何 自 伴 扩张 A 
的 谱 . 若 ho PERT 4 的 特征 值 , 则 Ao BTR A’ 的 连续 谱 . 

证 明 ”由 于 na, #0, ry, < m, W Ao 属于 4 的 谱 核 , 即 Ao € or(4)， 从 而 
do € ex( A^), 所 以 , Ao € o(A') CJ, Æ A € ox (A), W Ao € H(A), 从 而 ny, = m, 


FJ). 
A Ao 不 是 4 的 特征 值 , 则 Ao 属于 算 子 4 的 谱 核 的 连续 部 分 , 所 以 Ao 属于 
自 伴 扩 张 A' 的 谱 的 连续 部 分 . 口 


定理 3.2.15 Whe A 是 定义 在 Hilbert 空间 X 上 的 具有 有 限 亏 指数 (m, m) 的 
闭 稠 定 对 称 算 子 , FA 是 算 子 4 的 正则 型 的 实 点 , 则 存在 算 子 AN BFE IK OA’, 
使 得 和 是 算 子 A’ 的 m 重 特征 值 . 

WERH — Ut N EAT A 对 应 于 特征 值 和 的 特征 子 空 间 , 由 推论 3.2.13 AU 
dim My =m, 定义 A’ 如 下 : 

D(A') = D(A) 6 Ny, 
A'r— A*z, x € D(A’), 
WW) AC A’ c A*, D(A) c D(A’) c D(A*), A C (4) c A*. 对 任意 zye D(A’), 
(A's, y) = (x, (A')' y) = (a, A*y) = (z, A'y). 
所 以 , A! 是 对 称 算 子 . 

又 由 于 dimN, = m, d 是 对 称 算 子 , 则 D(4')/D(4) 的 维 数 等 于 m. 而 
dim D(A*)/D(A) = 2m, dim D(A*)/D(A') = m. 所 以 A 是 4 的 最 大 对 称 扩张 . 
故 A’ 是 自 伴 算 子 . N、 BAS 4 对 应 于 特征 值 和 的 特征 子 空间 , 作为 A’ 的 特征 
值 X 的 重 数 等 于 m (几何 重 数 ). m 
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推论 3.2.16 4 A 是 定义 在 Hilbert 空间 X 上 具有 有 限 亏 指数 (m, m) 的 闭 
稠 定 对 称 算 子 , 和 是 实数 旦 不 属于 算 子 4 的 点 谱 , 则 方程 4*z - Xz = 0 的 线性 无 
关 解 的 个 数 不 超 过 m. 
证 明 ON, EAT 4* 对 应 于 特征 值 和 的 特征 子 空间 , 定义 A’ 
D(A’) = D(A) e Ny, 
A'z = A'z, mz € D(A’), 


WW A’ 是 对 称 算 子 4 的 对 称 扩 张 , 所 以 , D(A’)/D(A) 的 维 数 不 超 过 m, 即 dim Ny 
X m. [1 
定理 3.2.17 WA 是 定义 在 Hilbert 空间 X 上 具有 有 限 亏 指数 (m, m) HA 
稠 定 对 称 算 子 , E 4* 有 实 特征 值 和 , 则 存在 算 子 4 的 自 伴 扩张 4', 使 得 入 也 是 OA! 
的 特征 值 . 
证 明 B Ns ERT AT 对 应 于 实 特征 值 和 的 特征 子 空间 , 定义 算 子 B 如 下 : 
D(B) 一 D(A) @ Ny, 
Bia, +22) = Ar, 十 AZa2， ME D(A), to € Ny. 
Sik B 是 对 称 算 子 , 且 具 有 有 限 亏 指数 , AT B 的 自 伴 扩张 也 是 算 子 4 的 自 
伴 扩张 , 和 是 它 的 特征 值 . 口 
3.2.3 ” 半 有 界 算 子 的 扩张 
对 于 定义 在 Hilbert 空间 X EMPIRE WRAL A, 车 存在 数 m, 使 得 对 任意 
向 量 x € D(A), 


(Ax, x) > m ||? (3.2.11) 


成 立 , 则 对 称 算 子 4 称 为 有 下 界 的 ; 若 存在 数 M, 使 得 对 任意 向 量 x € D(A), 


(Ag, 2) 所 az (3.2.12) 


成 立 , 则 对 称 算 子 4 称 为 有 上 界 的 . 

有 上 界 或 有 下 界 的 对 称 算 子 , 称 为 半 有 界 算 子 . 正定 对 称 算 子 是 有 下 界 的 对 称 
算 子 , Al (4z,z) > 0. 

任何 半 有 界 对 称 算 子 的 问题 均 可 归结 为 正定 对 称 算 子 , A A — mI 和 MI 一 A 
均 为 正定 对 称 算 子 . 

B A 是 正定 对 称 算 子 , 当 A < 0 时 ， 


1(4 -XDzl = || Aa]? — 2d(Az, £) + X lla? > X? ilf? , (3.2.13) 
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因此 负 半 轴 属 于 4 的 正则 型 域 . 根据 定理 3.2.12, 正定 对 称 算 子 有 相等 的 亏 指数 ， 
所 以 , 任何 半 有 界 算 子 均 具有 相等 的 亏 指数 , 因而 任何 半 有 界 算 子 均 具有 自 伴 扩张 . 

定理 3.2.18 7 A 是 定义 在 Hilbert 空间 X 上 具有 有 限 亏 指数 (m, m) 的 
正定 闭 稠 定 对 称 算 子 , 则 其 任何 自 伴 扩张 的 谱 的 负 部 分 , 仅 可 能 有 有 限 个 负 特 征 值 ， 
且 它 们 的 重 数 和 不 超过 m. 

证 明 设 A 是 算 子 4 的 自 伴 扩 张 , P, 是 它 的 谱 函 数 . WN 记 投 影 算 子 
P_o = Po- P ~ 决定 的 子 空间 . 显然 在 N 上 算 子 4 的 谱 是 负 的 ,在 X-N ERE 
T 4 的 谱 是 非 负 的 , 如 果 


dim N S m, 


定理 成 立 . 
者 dim N > m, 则 因为 D(4)/D(A) 的 维 数 等 于 m, 而 dim N > m, 所 以 存 
E xr eN, ax #0, Ẹ ze D(A), Axr = Az, (4zz) = J Ad(PAzz) < 0, BẸ 
(Az,) = (A'z, 1) < 0. 与 4 正定 矛盾 , 故 dim N < m. A 有 有 限 个 负 特征 值 , 所 有 
负 特 征 空间 的 维 数 小 于 m. 口 
推论 3.2.19 He XE Hilbert 空间 X 上 具有 有 限 亏 指数 (m, m) 的 稠 定 对 
称 算 子 4 满足 
(Az,z)2c|z|^, x € D(A), (3.2.14) 
或 2 
(Ax, £)  M|z| , 2x € D(A), (3.2.15) 
则 对 称 算 子 4 的 任何 自 伴 扩张 的 谱 在 c 的 左边 (或 相应 地 在 M 的 右边 ) 仅 可 能 有 
有 限 个 特征 值 , 且 它们 的 重 数 和 不 超过 m. 
例 3.2.20 ”二 阶 微分 算式 
Ty = —y", z€(-oo,oo) (3.2.16) 


生成 的 微分 算 子 Ao(Aoy = ry, D(Ao) = C$? (—00,00)) 是 本 质 自 伴 的 , 所 有 自 伴 扩 
张 具 有 相同 的 本 质谱 ce(4o) = [0,co). 
证 明 ”根据 推论 3.2.7 可 知 , Ao 的 所 有 自 伴 扩张 具有 相同 的 本 质谱 且 等 于 Ao 
的 本 质谱 . 下 面 只 需 证 明 ce(4o) = [0, oo). 
(1) 对 于 Vy € Cg? (—oo, oo), o 
(Any) = f _ Wd > 0, 
从 而 ce(4o) c [0, 00). 


(2) 对 于 VA € [0co), Wt ûm(t) = (2m/nx)!/2e-m 6-7 (m = 1,2,.--), NJ 
tim(t) € L?(—00, 00), 并 且 ||à;,]] = 1. 对 à, (t) VE Fourier 变换 ， 
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um(z) = (21)!/? T ü(t)el**qt, 


则 wm(z) € L?(—00, o9), WE. lus ()]] = làm (t)]] = 1. . 
对 于 任意 的 f(x) € L?(—oo,oo), f(t) 为 f(z) 的 Fourier 变换 , f(t) 为 连续 函 
数 , 则 
站 m 1/2 99 2 1/2412 4 
(FEil) = Khon) = (ZE) f eter fa 
& z= m(t — A12), 得 


Fod (5) foem Een 


m 一 De 
l ieu 
S C FAA +0, m eo, (3.2.17) 
所 以 us (z) — 0. 
(3) 
(ho B Aus |? = | 一 Um = Aum ||? = | m ti, 一 Aus |? 


^ 2m 99 —2m2 (t£ A122 
=||( — A)á,, ||? 一 = | (t? — Ale 2m (tX P7) dt 


oo 2 
-2 f e77” ( T 十 ewa) dz — 0, Th 一 co. (3.2.18) 


2m 
所 以 |(4o — A)um|| — O(m — oo), BI 
(Ag — A}tim 0. 
根据 (2) 和 (3) 可 得 {um} 是 算 子 Ao 对 应 于 和 的 Weyl 序列 , MW A € ec(Ao). 
再 由 (1) 得 ce(4o) = [0, oo). g 
定义 3.2.21 ”对 于 定义 在 Hilbert 空间 X 上 的 正定 自 伴 算 子 A, HCE 
BRAY B, 使 得 对 任意 向 量 ze D(A), 有 
(Az, x) = (Ba, Bz) 
ERZ, RET B 是 正定 自 伴 算 子 4 的 平方 根 算 子 , 记 为 B = A2, 而 且 D(A) C 
D(B). 
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一 个 算 子 A 上 琶 加 上 另 一 个 相对 “小 ”的 算 子 B, ER A+B, 称 为 算 子 4 的 
扰动 ( 摄 动 ). 扰动 问题 就 是 指 4 的 某 些 性 质 在 扰动 后 能 和 否 保 持 ? 有 什么 样 的 变化 ? 
不 仅 在 算 子 理论 中 重要 , 在 量子 力学 和 原子 物理 学 中 也 非常 重要 . 
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3.3.1 BERT MR 

定义 3.3.1 VE A Ml BE Hilbert 空间 X 上 的 稠 定 线性 算 子 , D(A) LRU 
图 模 [z] = lll + Az], 如 果 

(1) D(B) > D(A); 

(2) B: (D(A), ED > (X1 D ÆR FH, 
称 B 是 关于 4 有 界 的 (或 称 B 是 相关 有 界 的 ). 

iki 条 件 (2) 可 以 表示 为 vz € (D(A), [-]), 


{Bzl| < c[x] = clllzll + Axl). (3.3.1) 


注 2 条 件 (2) 可 以 表示 为 如 下 的 等 价 形式 : 
(2^) FE a > 0,b > 0 使 得 


lBz| €al|Azl| + blll, Yz € D(A). (3.3.2) 


使 式 (3.3.2) 成 立 的 a 的 下 确 界 称 为 B 关于 A 的 界 . 
(2") 存在 o > 0,b > 0, 使 得 


| zl < a? Axl? +0? lal ve € D(A). 


显然 , 当 B 是 有 界 算 子 时 , B 关于 A 必 有 界 , 而 且 界 是 0. 
定理 3.3.2 A,B Hilbert 空间 X 上 的 稠 定 线性 算 子 , B 关于 4 是 有 界 
的 , E B 关于 A 的 界 小 于 1. YE D(A) 上 定义 A+B, A4- B 是 可 闭 化 算 子 的 充分 
必要 条 件 是 4 是 可 闭 化 的 , 而 且 在 此 情形 D(A- B) = D(A). 
证 明 ”由 于 B 关于 4 是 有 界 的 , 即 Bel] < a||Az|| + blz 而 界 小 于 1, 故 
a<l, 则 
(1 — a) ||Az|| — b|[z|| < (A + B)zl| < (1 a) || Az]| + b læ] - 


对 于 任意 的 Cauchy 序列 {zn} C D(A), {Aan} 是 Cauchy 序列 & {(A+ B)z,) 是 
Cauchy 序列 ; Hx, 一 0, 则 Azn ^ 0 & (A+ B)z,, 0, Sk A BALE e (A+B) 可 
Bib. 设 4 可 闭 化 , A+ B 也 可 闭 化 , Ve € D(A), dz, € D(A), tn > x, 同时 Az, 
Wes. 由 上 述 可 知 (A+ B)zn 也 收敛 , 所 以 , x € D(A+ B). 9 D(A) C D(A+ B). 
HÆ D(A+ B) c D(A). 口 

推论 3.3.3 i A, B Æ Hilbert 空间 和 上 的 稠 定 线性 算 子 , B 关于 4 有 界 ， 
且 界 小 于 1, 则 A + B 是 闭 算 子 e 4 是 闭 算 子 . 

推论 3.3.4 Hilbert 空间 X 上 任意 稠 定 算 子 A AT, H D(A) = D(T), 存在 
非 负 常数 a^ a", b, ME a’ < 1,a” < 1, 使 得 对 vz € D(A), 有 


Az — Tz|| < a’ || Az|| + o" zl + blzll, (3.3.3) 
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则 A ur pie eT WAE, A D(A) = D(T). 

证 明 8 BW = T — A, TA) = A+AB,0 « A « 1, W T(0) = A,T(1) 
T. D(T(3) = D(A), Tz = T()z + (1 - NBz, Ar = T(z - ABz , ida = 
max{a’,a”}, 由 式 (3.3.4) 得 


lBzll € (a +a”) |IT(A)z|| + allBzll + blzl, 


故 


ete 


Bel] < os ITN + J lell- 


i nH 
A Ratt wy 
l-a 


X-A 
PIXA aq. 


("= 3)Bzl < IX — AIR IT Qa] + Ë (3.3.4) 


所 以 , 选取 适当 的 X, 使 得 A Alh « 1, TOA) TAE e TO’) 可 闭 化 . 由 入 =0 

到 入 = 1 传递 , RH A = 1 到 和 =0 传递 , 推出 4 可 闭 化 会 了 可 闭 化 . 口 
Bi 3.3.5 Be X = L?[0,1, Au = v, D(A) = C1(0,1], Bu = ula), 其 中 , a € 

(0,1) 是 一 个 给 定点 , D(B) = C[0, 1], W B 关于 A 有 界 , 而 且 B 关于 A 的 界 为 0. 
证 明 ”对 任意 固定 的 自然 数 n, > 


n4-1 
an 
g(z) — | (1— grt 
— a 


(1—-a)* 


以 及 
(n+l) (2) ， 0x z « a, 


| (n 1) Gy. agz<l, 


Jill u(a) = 3 [(w^, g) + (u, h)], 从 而 


jo < $ (ol hull + Hal all) < 3 (s) Ile Sc ng l 
当 n ERKE, [v'i] 的 系数 可 以 无 限 小 , 故 B 关于 4 有 界 , E BRE A 的 界 为 0 


口 
定义 3.3.6 Ut AM B 是 Hilbert 空间 X 上 的 稠 定 线性 算 子 , D(4) 上 赋 以 
图 模 [x] = llz|| + Axl, 如 果 
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(1)D(B) > D(A); 

(2)B : (D(A), TD > (X, |) 是 紧 的 ， 
则 称 B 是 4 紧 的 算 子 (或 称 B 是 相关 紧 的 ). 

WR B 是 4 紧 算 子 , 那么 一 定 是 4 有 界 的 (因为 Br < cfz] = cl4zl + 
c zl). 

命题 3.3.7 AW BE Hilbert 空间 X 上 的 稠 定 线性 算 子 , 若 B 是 可 闭 
WAT, E B 是 4 紧 的 , 则 对 于 Ve > 0,3be > 0, 使 得 


1Bzll < e| Az|] + be llxl|, Wa € D(A). (3.3.5) 
证 明 EDR, 必 存 在 eo > 0, tn € D(A), 使 得 
|Bzsl| > so || Azsl| + 2 l[zull - 


B tn = ns] Bos] E ds] = quiet < $ > 0 (n0). B s — 0. T 


&o[ yn] = £o lys ll + eol Aynll < &o [| Avall +7 Mus < Bynll < 1, 


所 以 , yn 在 D(A) 是 有 界 点 列 . 故 By, 在 (X, |||) 中 列 紧 . 因而 {Byn} 存在 收敛 
的 子 列 , 设 其 在 空间 X 中 收敛 于 z. 由 B 可 闭 化 知 , z = 0, 这 与 ||Bys,|| = 1 TE 
定理 得 证 . 

iki B 是 可 闭 化 的 算 子 换 成 4 是 可 闭 化 的 算 子 , 不 等 式 仍 成 立 . 

i2 Fyn 一 0,{Ayn} AAR, 则 存在 收敛 的 子 列 {Ayn}, 设 其 极限 为 h, 


(0, &) = m. (yn, , Aya.) ET (A), (3.3.6) 


由 于 A nm, 所 以 h = 0, 从 而 yn, Æ (D(A), [-]) 中 可 收敛 到 0. H B E AX 
的 知 Byn, 一 0, 5 ||Byn,|| ^ 1 FÆ. 

定理 3.3.8 W A fI BE Hilbert Z X 上 的 稠 定 线性 算 子 , B 是 可 闭 化 算 
F, 则 B 是 4 紧 的 当 且 仅 当 B 是 4+ B 紧 的 . 

证 明 AX D(A + B) = D(A), D(A) c D(B), 所 以 D(A-- B) c D(B). 在 
D(A) 上 由 A 产生 的 图 模 [.]4 与 由 A+ BENE [.]4+e 等 价 . 

事实 上 , B 是 A 紧 的 , db > 0， 


| Bal] < 54zl +b lel, 
由 此 可 以 推出 [2] aso = [all + |42 + Ball 


3 3 
[z]a+g < (1 4 5) [x|| + 5 |. Azj|| < max (54 +b) [z]. 
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另外 , 2$ d 2 1- b, 则 
d[z ] a. 2 d |[zl| + |Ax + Ball > dlizl + lAzl — [Bell 


> (d—b) zl + 了 Mazl > Ela. 


所 以 
[clare > lela 

因此 B : (D(A), [-La) > OG HD 是 紧 算 子 e B : (D(A), Eas) > (I) 是 紧 

RT. 口 

3.3.2 自 伴 算 子 的 扰动 


自 伴 算 子 在 小 的 对 称 扰 动 下 是 不 改变 其 自 伴 性 和 相对 稳定 性 的 . 

定理 3.3.9 (Kato-Rellich ŒH) 设 X 是 Himbert 空间 , A 是 定义 在 x 上 的 
自 伴 算 子 , B 是 在 x 上 的 对 称 算 子 , B 关于 ABH, 而 且 界 小 于 1 则 A+B E 
D(A) 上 是 自 伴 算 子 . 

证 明 ”只 需 证 明 3uo > 0, ftd X = R(A+ B tipol). 对 于 Vy > 0,u € D(A), 
因为 A 自 伴 , X = R(A ipl), 所 以 


(A+ ipZ)u]? = (Au + ipu, Au + ipu) = |] Aull? + p? pull. 
WH Ve eX, 用 (Atipl) 2 代替 上 式 的 u, 得 到 
Iz? = ACA + iur) 2| + rll(A+ipD)-zll, 


这 说 明 [LACA + iw)? || « 1 B. (4 in || « 
又 因为 


1 
m 
A+Bipl = [B(Atipl) ! 4 I] (At iul), 
所 以 , 为 证 明 X = R(A+ B x ipol), FREUE Ayo > 0, 使 得 
[[BCA £i) || <1 


即 可 . 
因为 B 是 4 有 界 的 , 界 a c 1, WI, b 5 0, a & a! <1, 使 得 


[| Bul] <a’ Au] + ollull, vu € D(A), 


对 于 任意 的 ze X, (At ipl) 12 RE u, 得 
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|| B(A x ig) zl < a’ || A(A tig) !z]| + b lA x igZ) !z|| < (e + =) llzll. 


EX jo 足够 大 , 使 得 a! + 2 <1. 由 此 可 以 得 到 | B(A tio] « 1, AR R(A+ 


inol) = X. 从 而 得 A+ B ipl WH, 并 且 R(A+ BH ipol) = X. 口 
例 3.3.10 在 L? (R?) 上 考虑 Schrödinger 算 子 
五 =-A 十 Y(z)， (3.3.7) 


其 中 , Y(z) = 页 (z) + Vo(z), Vi(z), Vi(z) 都 是 实 值 函 数 , Vi(z) € L?(R?), Volz) € 
L*(R3) $ D(-A) = H?(R?), -A 是 自 伴 算 子 , XH D(V) = {u € L?(R*)|Vu € 
L*(R?)), 于 是 V 也 是 自 伴 算 子 . 显然 , D(-A) c D(V), HE D(-A) 上 是 自 伴 的 . 
WEBB W we CY(R3)， 
IVzulzz < ||Vallz Tull re. 
[Viullr2 € (Ville (elles ; 


由 Schwarz 不 等 式 得 


Isle < [lateat = f ace ED AOI sat 


« C ljâllz2 +C ereo] 


«c la+ iac 


L2 L2’ 


其 中 a() 表示 u 的 Fourier 变换 . YA > 0, 令 uala) = u (S), W a(€) = X838), 
EP à (£) leap, BEA 


^ ^ 一 去 
[leeallzco = ullos Mia = A97 [laill 2, 入 2 


L 


lull < CA? 


^ 3,1. —i 3 
e al], + CAF al; = C173 Aull za + CA? lull 


选取 和 充分 大 , 使 得 > Clia 于 是 


IVull;; < llViullzz + lVaullzz < alAullzz + b llullz2 , 


其 中 , a = CA~? Villie < 1,0 = Vall no + CA? lil 上述 不 等 式 对 于 每 一 个 
u 也 成 立 , M V 关于 -A BAAN, 而 且 界 a < 1, 由 Kato-Rellich 定理 知 , H 在 
H?(R3)) 上 自 伴 . D 

推论 3.3.11 WU X Æ Hilbert 空间 , A 是 定义 在 X 上 的 本 质 自 伴 算 子 , BE 
定义 在 X 上 的 对 称 算 子 . E B 关于 4 有 界 , 且 界 a < 1, 则 4 上 + 了 也 是 本 质 自 
伴 的 . 
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证 明 ”由 于 B 关 于 A 有 界 , 则 3a, > 0, a! < 1, 使 得 
lB]? < a? ||Aal|? +b? Iz, Yre D(A). (3.3.8) 


考虑 闭 算 子 AA DB, Fit BRT AH, HJ a <1. 

Va € D(A), (x, Ax) € F(A), 3(zn, Azn) € P(A), 使 得 (an, Az.) > (a, Ax). 于 是 
{£n} 和 (Az,) Æ X 4 Cauchy 列 , 因此 {Brn} 也 是 Cauchy 列 , 所 以 (En, Ban) 一 
(x, Bx). 这 说 明 z € D(B), 因此 , D(A) c D(B). 

在 不 等 式 (3.3.8) 中 , 用 an 代替 r, $ n 一 co, 得 到 

[Bal <a? [Al + 6? lif. 
因此 , B 关于 自 伴 算 子 AAR, TA BB 关于 和 的 界 a < 1. H Kato-Rellich 定理 
A+B EBWHE T.U A-B2A-B,FIBLA-B2 AX B. 

另 一 方面 , 由 (tn,(A+ B)zn) > (z, (A + Bx) e (AX B) = I(A* B) 可 
以 推出 , z e D(A+B), H (AT Biz = (A+ Biz, 从 而 A+B c A B. 所 以 
A+B=A+B, 8 A+B 是 本 质 自 伴 的 . 口 

同样 方法 可 以 证 明 如 下 结论 . 

定理 3.3.12 设 4 和 7 是 Hibert 空间 X 上 的 两 个 对 称 算 子 ，D(4) = 
D(T) = D, 并且 


I(T — 4)zJ| < a’ Az] +a” |Tz]| + bial], Vee D, (3.3.9) 


其 中 , a, a", b 是 非 负 常数 , Ba’ < 1, a" «1. 那么 4 本 质 自 伴 的 充 要 条 件 是 T 本 
质 自 伴 , 此 时 D(A) = D(T); A 自 伴 当 且 仅 当 工 是 自 伴 算 子 . 

定理 3.3.13 Wt X Æ Hilbert 空间 , 4 Æ X 上 的 自 伴 算 子 , B 是 x 上 的 对 
RAT. 着 B 关于 4 是 有 界 的 , 且 界 a=1, HI 


|Bzll < | Az|| 4-5 lal, (3.3.10) 


则 A+B YE D(A) LARA. 

证 明 ”要 证 A+B 本 质 自 伴 , 只 需 证 Ker((4 + B)* ir) = (0) 即 可 . 假设 
((A 4- B)* — i)h 2 0, RRE 5 — 0. 

因为 B XT A 有 界 , 界 a = 1 所 以 Vt c1 tB RF AAR, KA t. MAB 
在 D(A) 上 是 自 伴 的 , A R(A - tB iD) =X. 

X x, € D(A), 使 得 (A+tB + ila, =h, 于 是 


IAI? = well? + (A+ £8)? , 


从 而 


33 ”线性 算 子 的 扰动 . 91. 


lzell? < IA, — CA + £B)asl < al? . (3.3.11) 
By = h — (t — 1)Baz, M 
(ys, h)=(h — (t — 1) Bx, h) = ((A + tB + il )z: — (t — 1) Bas, h) 
— ((A 4- B+il)zt,h) = (ta, ((A + B)* ~ iD)h) — 0, 
MAF vu € D(A), |Bu| < ||Aul + c|[ul|, 所 以 
Azil < ICA + £B)zi| + NtBzill < ICA + £B)zsl + tlAztl + te lzel] - 
根据 不 等 式 (3.3.11) 及 上 式 得 


(1 — t) Azil] < |(A + tB)zil| + te loc] S Al] + tell < (1 c o) al, 


而 (1 — t) Bel < (1 — H lAr + 1 — Sella < (1 + 2c) lh, 由 ye 的 定义 以 及 
lyell = Il — € — 1) Bal < IA] + (1 — 0 || Ball, 得 


luc] < (2 + 2e) [IA - 
于 是 , Vu € D(A), lim (y: —h,u) = lim ((1 —t)Baz,u), BẸ 


Tim (1 — t)(zi, Bu) = 0. 


又 因为 lel <h, 所 以 , jel 一致 有 界 . 由 此 推出 y, Sh, 即 
0 一 lim (yt, h) 一 (^, h), 


BI h = 0, W Ker((A+ B)* — iD) = (0). 同 理 可 证 Ker((A + B)* +i) = (0). m 

推论 3.3.14 Wt X Æ Hilbert 空间 , A 是 X 上 的 本 质 自 伴 算 子 ,BB 是 关上 
的 对 称 算 子 . 若 B 关于 AAR, HRa=1,W A+B D(A) 上 本 质 自 伴 . 

证 明 ”考虑 闭 算 子 4 和 B, 4 是 自 伴 算 子 , B 是 对 称 算 子 , 由 于 B 关于 4A 有 
R, H B 关于 4 的 界 a=1, 于 是 4+ 在 D(A) 上 本 质 自 伴 . 

由 于 A+B HXI, A+B 本 质 自 伴 , 故 4 十 B 也 是 自 伴 的 . 口 

定理 3.3.15 Ut AU BE Hilbert 空间 X 上 的 稠 定 线性 算 子 , A 是 下 半 有 
界 的 自 伴 算 子 , B 是 对 称 算 子 , B 关于 AAR, HF a < 1, 则 A+B 也 是 下 半 
有 界 的 自 伴 算 子 . 设 4 的 下 界 为 Ma, A+ B 的 下 界 为 Mare, 车 常数 a,b 适合 
0<a<1, b »0,|[Bz|| € a||Az|| + b ||x]| Vr € D(A), W 


b 
Mais 2 Ma — max obs a mal} . (3.3.12) 
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证 明 ”由 Kato-Rellich 定理 知 , A+ B 是 自 伴 的 . 只 需 证 明 A+B PYAR. 

设 了 是 一 个 下 半 有 界 的 自 伴 算 子 , 界 Mr > ce (—0o,0) C p(T). 当 入 < c If, 
|Ra(T)|| < (Mr — 2) 71. (3.3.13) 
又 由 于 TRAT) = ARA(T) — I, MU TRACT) 是 有 界 的 , 而 且 
ITRA(T)II < sup (£l (E — 2) < max{1, |Mr| (Mr — A) ). 
对 自 伴 算 子 A, X c < MA — max { b+ alMal}. 往 证 (—oo,c) C p(A + B). 
VÀ « c, Hi ||Bz|| < a | Az|| + ^ jæ 有 
IBRACA)I <a || ARA (A)]] + 5 [RA CA) 


xamax(1,|MA| (Ma — c) 1) 4-b(Ma — c) ? 
<1. 


BI M- (A+B) 2 (14 - BR)(A))(AI — A), 所 以 , 25 A < e Rf, (AI — (A+ B) & 

1E, MAE p(A+B). (s i > b+a|Ma|, 则 1 i Mal <1, Lu « b+a|Ma| 

也 成 立 .] 口 
34 自 伴 算 子 的 谱 集 在 扰动 下 的 变化 


自 伴 算 子 在 相关 扰动 下 , 其 谱 是 如 何 变化 的 ?” 这 是 一 个 比较 复杂 的 问题 . 本 节 
在 3.3 节 的 基础 上 研究 Hilbert 空间 X 上 的 自 伴 算 子 A 在 满足 一 定 条 件 的 对 称 算 
T B 的 扰动 下 , 得 到 新 的 算 子 A+ B 的 谱 o(A+ B)(= oa(A + B)Uce(A- B)) 
SET 4 的 谱 o(4)(= ea(A) uce(4)) 之 间 有 怎样 的 联系 ? 也 就 是 在 相关 扰动 下 
24(4), o. (A) 是 如 和 何 变化 的 ? 

W X Æ Hilbert 空间 , A 是 X 上 的 自 伴 算 子 , B 是 X 上 的 对 称 算 子 . WB 
关于 4 有 界 , B 关于 A 的 界 小 于 1. 于 是 存在 常数 a,b, 0 < a < Lb > 0, 使 得 
Va € D(A), 


|Bz|| € a || Az|| +6 ||x]] , (3.4.1) 


由 Kato-Rellich 定理 知 , A+ B 是 自 伴 算 子 . 

先 研 究 oa(4) 中 点 在 对 称 算 子 B 的 扰动 下 的 变化 , Vio € oa(A), Ao 是 o(A) 
的 孤立 点 , 设 dim Ker(AoI — A) = m, Bl Ao 是 m 重 特征 值 . 由 于 X 是 孤立 点 , 所 
以 3r > 0, 使 得 [Ao — r, ào tr]no(A) = ro}, € 
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D={zeC| lz- XI < ch, (3.4.2) 
T = 6D, 则 Tc (A). 

定理 3.4.1 设 4 是 Hilbert 空间 X 上 的 自 伴 算 子 , B 是 x 上 的 对 称 算 子 ， 
B 关于 4 有 界 的 , 且 界 小 于 1, 即 0 cac 1,5 » 0. WẸ Ao € o4(A), Ao Em BH 
征 值 , r 满足 

2a(|Ao] +r) + 2b <r, (3.4.3) 
那么 4 十 妃 是 自 伴 算 子 , A+ BE (6 - 7,00 - 7) PEA m 个 点 谱 (有 重 数 的 
按 重 数 计算 ), 并 且 在 此 区 间 内 没有 其 他 点 谱 . 

证 明  sc([0,1], $ T, = A sB, FH To = A,T, = A+ B. 由 Kato-Rellich 
定理 知 , T, 是 自 伴 算 子 . 记 T, 的 谱 族 为 (C, R, ET), 4 的 谱 族 为 (C, R, E^), 其 中 
E^ = ET, 于 是 Ker(AoI — A) = EA(D)X. 

下 证 dim E™(D)X 是 一 个 常数 , 于 是 dim E^ (D)X = dim ET (D)X = m, iX 
就 说 明 4+B 在 (Qo - 520 9 7) 中 恰 有 A+B 的 m 个 点 谱 , 并 且 没有 其 他 谱 类 
分 两 步 证 明 . 

首先 , uEB] T C p(T;). 对 VE CT, A 


_ _ 2 
\|Re(A)|] = lK&z — A)“ |] = sup l£ -~A = 
A€a(A) 


T! 
因为 ARe(4) = €£Re(A) - I, |El < Dol + 7, 所 以 


2le| _ 2(r + IXol) 
T 5 r 


|AR(A)|| < 1 + |8| ILRECAD]| < 1 + 


令 
h 


T 
由 式 (3.4.3) 知 , h < 1. 根据 ||sBz|| < sa || Az|| + sb |z| 得 
|sB ReCA)]] < sa ARE CA)]] + sb [|Re(A)| 
< 2sa(r + |Aol) 4 2sb 
T 


_ 2a(r + |Ao|) + 2b 


— sh « 1. (3.4.4) 


T 
由 于 £I- T, = (I — sBRe(A))(€I — A), 根据 式 (3.4.4) UR EET € p(A) 可 知 等 式 
右 端 均 可 道 , Amme, 所 以 (E — T.) = Re(A) — sBRe(A))? € B(X). 
因此 , € € p(Ts), C P C p(Ts). 而 且 有 如 下 估计 : 

2 2 


| Re(73)]] < |ReCA)I /(1 — llsBReCA)I) < r(i-— hs) < rh)’ (3.4.5) 
2(r + |Aol) 


| ARe(Ts)|| < | ARe(A) |] /(. — ||sBRe(A)I) < rh) ` 


(3.4.6) 
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其 次 , 证 明 谱 投影 ETS(D) KF s 的 连续 性 . 设 ste [0,1),€ eT, w 
Re(T:) — Re(Ts) = (s — t)Re(T) BRE (Ts), (3.4.7) 


根据 式 (3.4.1) 以 及 式 (3.4.5) 和 式 (3.4.6) 得 
r + |Ao|) + 2b 


|BRe(T,)]] < all Rer] + | Re] < FERD (3.48) 


r2 — h2 
Ve > 0, RÆ |t-s| < Te 结合 式 (3.4.7) 和 式 (3.4.8) 就 有 


r?(1— hy? 2 2a(r 十 |Xo|) 
||Re(Tt) — Re(Ts)|| < Ebar tao rü-A) rd —h) 
上 面 关系 说 明 在 算 子 模 意义 下 Re(T,) KT s 一 致 连续 , HRT cer 也 是 一 致 连 
续 . 由 于 
E^ (D) = gi f RC) 


1 1 
| ET (D) - E™(D)|| P f Re(Ts)dé — z f reyag| 


1 
< gg IRET) - R(T) lag < re, 


因此 , ET: (D) 关于 s 也 是 一 致 连续 的 . 
由 定理 3.2.9 及 其 注 可 知 , dim E™(D)X = dim E™(D)X, 所 以 dim E™(D)X 
是 常数 . 口 
定理 3.4.1 说 明 在 不 等 式 (3.4.3) 成 立 的 条 件 下 , 自 伴 算 子 A 在 满足 一 定 条 件 
的 对 称 算 子 B 的 扰动 下 , A 的 特征 子 空间 的 维 数 小 于 或 等 于 A+B 的 特征 子 空 间 
的 维 数 , 即 


dime“ < dimes4+2， (3.4.9) 


其 中 , c4, e^*P 分 别 表示 算 子 4 和 A+B 的 特征 子 空间 . 定理 也 说 明 自 伴 算 子 4 
在 满足 一 定 条 件 的 对 称 算 子 B 的 扰动 下 , A 的 孤立 点 谱 经 过 微 扰 后 仍然 是 离散 谱 
点 , 谱 点 的 个 数 不 变 , 而 且 分 布 在 原 孤 立 点 谱 附 近 . 如 果 4 十 B m 个 点 谱 不 在 同 
一 位 置 , 那么 称 点 谱 Xo 经 微 扰 后 产生 了 裂变 . 能 量 算 子 离散 谱 点 的 裂变 现象 是 量 
子 力学 和 原子 物理 学 中 的 重要 现象 . 

定理 3.4.2 (Weyl 定理 ) A 是 Hilbert 室 间 和 X 上 的 自 伴 算 子 , BEX E 
的 对 称 算 子 , E B 是 4 紧 的 算 子 , 则 o(A+ B) =o-.(A). 

证 明 AiE ce(4) C e.(A-- B). V Ao ece(4), 由 定理 2.5.18 知 , 存在 对 应 Ag 
的 Weyl 序列 {en} C D(A), Ileni = 1, w- Jim zn 一 0，lim (Aol 一 4)zn = 0. 由 于 
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Aan = Xozn 一 Xozn + ALn = Xozn — (Aol — A)za, (3.4.10) 


所 以 , w- lim Az, = 0, Bl Asn 也 收敛 于 0， 从 而 在 (D(A), I) 中 {zn} 也 收敛 
于 0. 
又 因为 B 是 4 紧 的 算 子 , 所 以 (Bx,) YE (X, || - ||) 中 强 收敛 于 0. 从 而 


im (Aol — A)z, — Br,) = 0, (3.4.11) 
BH, lim ((Xo7 — (A+ B))z, = 0. 这 就 说 明了 {zn} BAF A+ B XT. Ao 的 Weyl 
序列 . 所 以 , Ao € oe(A+t B). 
另外 , HF BH ARN, U B 也 是 A+B RW, -BEE A B 紧 的 . 由 上 
面 的 证 明知 , c. (A -- B) C ee (A +B + (- B)) = e«(A). 口 
Weyl 定理 说 明 自 伴 算 子 4 在 满足 一 定 条 件 的 对 称 算 子 B 的 扰动 下 , 其 本 质 
谱 是 不 变 的 . 


3.5 自 伴 算 子 的 直 和 分 解 及 双 线 性 型 
3.5.1 自 伴 算 子 的 直 和 分 解 
Hilbert 空间 X 可 以 表示 为 两 个 Hilbert 空间 Xi, X2 的 直 和 , BI 


X-2X190oXs, (3.5.1) 


是 指 对 于 vr c X, 存在 唯一 的 7, € Xi 和 za € Xo, 使 得 x = zi + 73. 并 且 对 任意 
的 x,y € X, MR z= z1 + z2, y = y +y, 其 中 , 21,41 € Xi, 22,92 € Xo, 那么 


(x,y) = (21, 91)1 + (z2, Y2)2; (3.5.2) 
llzl? = Ileal? + llz2ll2, (3.5.3) 


HH, (.， 6, AC, 2o 分 别 表示 Hilbert 空间 X, X1 和 X» LWA, || |], 
Il - Iz 和 |] - 分 别 表示 X, X 和 Xo 上 的 范 数 . 
定义 3.5.1 WE A,A: 分 别 是 定义 在 Hilbert 空间 X;, Xo 上 的 自 伴 算 子 , H 


Au = Aju, + Agua, U= u, + uz € D(A), (3.5.4) 


其 中 wi € D(A;) (i = 1,2). 此 时 称 Hilbert 空间 D(A) c X 是 Xi, Xo 空间 的 直 和 ， 
BT ABARAT Ai, Ao WHAM, 记 为 


A = A, 0 A». (3.5.5) 
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定理 3.5.2 ”车 4 是 自 伴 算 子 AL Ah2 的 直 和 , 则 4= A 6 A2 Æ Hilbert 空 
间 X 上 的 一 个 自 伴 算 子 , 而 且 


o(A) = o(A1) U e(A3), {3.5.6) 
op(4) = op(A1)Uop(A2) (oa(A)= oa(A1)U oa(A2)), (3.5.7) 
oc(A) = a-(A1) U oc(A2) (c. (A) = ae(41) U ve(A2)). (3.5.8) 


证 明 ”不 难 验证 A 也 是 自 伴 算 子 , 下 面 证 明 其 他 等 式 . 
(1) 证 明 op(4) = op(41) U op(4z) (oa(4) = oa(41) U oa(42))， 对 于 任意 
X; € a ( Ai), Ju € D(A), 使 得 A;u = Aiu (i = 1,2), 
A(ui T 0) = Aju + A20 = àu + 0 = à (u + 0), 


A(0 + ug) = A10 + Agu = 0 + Agu = à2(0 + u), 


所 以 A; € op(A) (i = 1,2). 
反之 , 如 果 A € o, (A), 3u € D(A1), uz € D(A2) 至 少 有 一 个 不 为 零 , 使 得 


A(ui + u2) = 和 (ui + u2) = àui + Aus, 


B 
Aju, + Agua = XUI + Aus, 


所 以 , A € o, (A1) BE A € o, (A2). 

同样 可 以 证 明 oa (4) = ea(A1) U ca( A2). 

(2) 3 i = 1 F 2, W X € oe(Ar), (vu); BAT Ai 对 应 Ai 的 Weyl FF 
ij. 则 {ui +0}, {0+ uz} 都 是 算 子 4 对 应 X; 的 Weyl 序列 , 所 以 A; € (A). 

RZ, 若 入 € oe(4)， [ul 1a... EAT A 对 应 和 的 Weyl 序列 , H uj = 
uy; + uz, 其 中 ui; € D(A1), us, € D(A2) (j = 1,2,…), W {u} 是 算 子 Ai 对 应 
A 的 Weyl 序列 , 或 者 {uzy} EAT Ao 对 应 A 的 Weyl 序列 . 

由 于 了 一 oo 时 , Au; — du; — 0, 所 以 hi 一 Aus; > 0 (i= 1,2). Æ {uj} 和 
{uz} 是 非 预 紧 的 , 则 u; 也 是 非 预 紧 的 . 口 
3.5.2 JtSE XU EX ERE 


为 了 研究 算 子 的 特性 , 常 引入 二 次 型 alu v] = (Au, v), u € D(A), 而 二 次 型 
又 可 以 确定 出 茶 些 类 型 的 算 子 ， 本 小 节 将 引入 共 轿 双 线 性 型 及 著名 的 Kato-Lax- 
Milgram-Nelson 定理 和 Courauts 变 差 原理 . 

定义 3.5.3 ”定义 在 X EB BEER alu, v] 称 为 是 共 思 双 线性 型 , Xf D(a) C 
X, A Vui, vi € D(a), a, Bi € C (i= 1,2), 满足 
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(1) 


alaru: + a2ue, vı] = oe1a[u1, vi] + o2a[us, vi]; (3.5.9) 


(2) 
aur, Bivi + B2v2] = Pialui, v1} + Baluz, vs]. (3.5.10) 


alu, v] = alu, v], 则 称 a 是 对 称 的 . 车 存在 实数 c 使 得 alu, u] > chul? (Vu € 
D(a)), WEK a 是 下 半 有 界 的 . 车 D(a) = X, 则 称 a 是 稠 定 的 . D(a) 中 的 任何 序列 
{un}, 车 Un cu BY, 对 于 任意 的 vE D(a) 有 


alu, — u,v] 50, noo, (3.5.11) 


则 称 a 是 闭 的 . 
例 3.5.4 Æ P,(t), P(t) € L?[a, b], B. P(t) € C'[a, b], 则 


b 
as] = f (POLETE + PTE) 


是 空间 Lja, 6] ERS— 3CBODUR PETI. 
定理 3.5.5 Halu, v] REAR FFAFRIR PETRI, 则 存在 唯一 的 
一 个 下 半 有 界 的 自 伴 算 子 4, 使 得 
(1) alu, v] = (Au, v), u € D(A), v € D(a), D(A) € D(a); 
(2) D(A) 在 能 量 距 离 |-|| 4 之 下 在 D(a) 内 稠密 ; 
(3) 对 vv € D(a), # a[u, v] = (w,v) 成 立 , w € X, WJ uc D(A), H Au = w; 
(4) d$ a[u, v] > 0, Vu,v € D(a), 则 D(a) = D(AV2), B. 


a[u, v] = (A!2u, AY?v), u,v € D(a). (3.5.12) 


证 明 EAT A’, (A'u,v) = a[u, v], u € D(A’) C D(a), W A 是 对 称 且 
下 半 有 界 的 , A' 具有 自 伴 扩张 算 子 (或 本 质 自 伴 的 算 子 )4, 则 A 满足 上 述 定理 的 
结论 . 口 
定理 3.5.6 (Courants SHARE) — WE a[u, v] 和 bju, v] 是 两 个 定义 在 Hilbert 
空间 x EASE AIR A PEARSE AED, 而 且 alu, v] > blu, v], u,v € 
D(a) c D(b), € A, B AAA afu, v], blu, v] 生成 的 自 伴 算 子 . 
Q) 3i 
oe(B)M(—00,A) 2 8, —oo < À € oo, (3.5.13) 


则 oe(A) N (—0, A) = 2; 
(2) Zi 4 与 B 的 第 mn 个 特征 值 和 (4) 入,(B)( 按 重 数 记 ) 均 属 于 o.(B), 则 
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An(A) > MB) n=1,2,.... (3.5.14) 


证 明 — (1) 显然 成 立 , 只 证 结论 (2). 不 失 一 般 性 , 不 妨 设 alu, v], blu, v] 是 
正定 的 , 即 所 生成 的 算 子 A 和 B 也 是 正定 算 子 . 用 (EQ) 和 (EP) 分 别 表示 算 子 
A 和 B 的 谱 族 , 则 


a[u,v] = | 2 


A3u 


2 oo 1 
-=f Ad(E$u,u) uc D(a) = D(A3), 
0 


2 


oo 
bu, v] = |B5u -f Ad(EPu,u) u€ D(b) = D(B?). 


FF An(A) < àn (B), 则 3v, 使 得 


An(B) < M < Anyi (B), 


因而 有 
dim EB X =n < dim EQ X. 


令 EYX = Span {91, V2, Yn}, 其 中 P1: 22 Pn RAT B 的 n 个 规范 
正 交 的 特征 向 量 , 满足 
(pi py) = dig 4j—1,2,--,n. 
由 于 dim EQ X > n, 取 ia, ;Wrii(E EEX) 为 n+1 个 线性 独立 元 素 , > 
ho € ESX, FEE th, o. nar 的 线性 组 合 , wo = » jwoll = 1, 使 得 
i=l 


VoL ES X, 


即 


n+l 
(Vo, ei) = chn pi) =0, i=1,2,. ,nN. (3.5.15) 
j=l 


上 述 方程 组 (3.5.15) 中 nc 1 个 未 知 数 c; 有 n 个 方程 , 则 {ce}! 具有 非 零 解 . 
又 因为 D(A) € D(a) € D(b),vo € D(b), WoL ERX, 所 以 


oc A! oo 
Heo pol= [^ MG o x) = | AER indo) 人 AAEE o vo) 
- f Ad(EP o, Yo) > Anta (B) lloll? = A«41(B). (8-516) 
An+1(B) 


另外 , wo € EX, 即 
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oo A! 
alo, Yo] = n dd (EA do, Yo) = n Ad(BAWo, o) < X lol? =X. (3.5.17) 


由 式 (3.5.16) 和 式 (3.5.17) 有 
a[Vo, o] < A < An41(B) < blo; Yo], 


XX 55 aldo, Vo] > biyo, Vo] 矛盾 . 因此 , An(A) > An(B). 口 
定理 3.5.7 (Kato-Lax-Milgram-Nelson) 在 Hilbert 空间 X E, ix A 是 正定 
自 伴 算 子 , B 是 闲 对 称 算 子 , 满足 条 件 : 
(1) D(B) > D(A); 
(2) 
|(Bu, u)| < a(Au,u) -- b||ul?, Yu € D(A). (3.5.18) 
其 中 ,0<a<1beR,Y = D(A3). 那么 存在 唯一 的 自 伴 算 子 C, 使 得 C 对 应 一 
MERREN alu, v], 有 
alu,v] = (Cu,v), Vue D(C) CY, ve V, (3.5.19) 
a[u,v] = ((A + B)u,v), Vue D(C), v € V, (3.5.20) 


mE. C > -»d. 
证 了 明 — SA SEER PEEK 


a; [u,v] = (Au, v) + (Bu,v) + (1+ 6)(u,v), u,v € D(A). 
由 条 件 (1) 和 条 件 (2), a1(u, v) 可 连续 扩充 为 D(Az) E— T AEBODUR TERI, 而 且 
lol2+G — a) Ja» < afu, v] < (1 + 26) lloll? + (+a) arel. 


这 表明 [.] = ai[v v] 与 AV? 的 图 模 等 价 . 因此 , alu, v] 是 一 个 闭 的 二 次 型 , 根 
据 定理 3.5.5, 存在 唯一 自 伴 算 子 C1, 使 得 (Ciu, v) = alu, v], Vu € D(C3), v € V. 
B C =C — (1-56), BI C > 1, 从 而 推出 C > 一 b. D 
X-OUBROUEETEZI, it RT UL SITETHA BERI FERRARA 
结论 . 
定理 3.5.8 ”假设 Ao 和 Bo 是 两 个 定义 在 Hilbert 空间 上 的 正定 算 子 , D(Ao) = 
D(Bo), 并 且 


lull? < (Bou,u) < c(Aou,u), u € D(Bo), (3.5.21) 
其 中 , c 是 正 的 常数 . 用 4 和 B, Ha I Hp。 分 别 表示 算 子 Ao 和 Bo 的 Friedrichs 


扩张 和 能 量 空间 , 而 且 假 设 D(A) C Ha 对 于 算 子 So = Ao — Bo, 如 果 存 在 一 个 
二 次 型 sju, v], 具有 如 下 特性 : 
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(1) 对 于 任意 的 v € D(s),u £0, s[u, v] > 0; 
(2) 对 于 任意 的 we D(s), 存在 C > 0, 使 得 s[u, v] < C luli; 
(3) |(Sou, v)| < s[u, v], Vu, v € D(So), 
并 且 x 内 的 有 界 集 M ERT BO 下 的 象 集 BOUM 在 范 数 sw u) 下 是 预 紧 
的 , 则 
Sel A) = oe(B). (3.5.22) 


证 明 ”由 条 件 (2) 和 条 件 (3) 可 知 , So 在 空间 HA, ERU LS, 根据 定理 
3.5.5 便 有 在 空间 互 4。 上 存在 一 个 自 伴 算 子 T, 使 得 对 于 ve D(Bo), v € Hay, 
(Sou, v) = (AA! Sou, v) = [A"! Sou, v] a, = [T'u, v] s; 
BI (Au, v) — (Bu, v) = [T'u, v]; 
[u, v] ay — [Bu, v] a = [T'u, v] a, 


根据 定理 条 件 有 在 范 数 | .| 。 下 收敛 可 推出 在 范 数 | - |p, FUR, URAT T 和 
s[L，] 是 连续 的 , 所 以 ue D(Bo) 可 以 扩展 到 Ha, E, BUM u,v € Hay, 等 式 


lu, v] 4, — [Bu, v| p, = [Tu, v] Ao, (3.5.23) 


成 立 . 
对 于 任意 的 he H, # Bo = h, Av = h, Wye Ha, Ho € D(B) € Ha, 
v € Hg, HF 


lv, v]a, = (By, v) = (Ay, v) = [vu] 40, 
ER (3.5.23) 中 , $ u = v, 则 
lp, ulao — [Vs vlas = [(B7* — A )h, vao = [TB !h, v]a,, 
因此 ， 
TBh-(B!—Alnh heH. (3.5.24) 


下 面 只 需 证 明 TB 在 空间 H 上 是 一 个 紧 算 子 , 从 而 B- A RESET, 
根据 Weyl 定理 得 4-1 与 B 具有 相同 的 本 质谱 , BD ce(4) = o. (B). 
uwe D(So), 


(Sou, w) + (Sow, u) = 3 (Solu T w),u-d w)- (So(u — w),u-— w)], 


则 
I(Sou, w) + (Sow, u)| < 5 (Sou +w), u +w) — (So(u — w),u — w)], 
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(Sou, w) + (Sow, u)| € s [u, w] + s [w, u]. 
假设 sw u] = 1, s[w, w] = 1, w = eicu v 满足 如 下 等 式 
(Sou, v) = |(Sou,v)| ei^, (Su, v) 4 0, (3.5.25) 


所 以 (Sou, v)| < 1. 
如 果 s[u, u] > 0, s[w, w] > 0, 则 有 |(Sou,v)|? < s[u, u] sio, v]. 再 由 条 件 (3) 得 


(Sou, v) < sju, ul sv, Yu € D(So), v € Hay. (3.5.26) 
在 不 等 式 (3.5.26) PS v = A Sou, 由 条 件 (2) 有 
(Av, v) € s[u, u] s[v, v] < C s[u, uj (Au, v). (3.5.27) 


又 因为 4-1Sov = Tu,u € D(So), 所 以 


[可 ja S Cslu,u], v=Tu, u € D(So). 


MATTA s|, ] 在 空间 H4。 上 是 连续 的 , 故 有 


[wolao S Cslu, u], v= Tu, v € Hay. (3.5.28) 


WM 是 空间 X 内 的 有 界 集 , 根据 定理 的 假设 知 , BIM 是 预 紧 的 , 则 集合 {vjv = 
Tu = TB-1h,h € M) 是 空间 Hs。 内 的 预 紧 集 , 所 以 TB-1M 也 是 空间 X 内 的 预 
BÆ, 故 TB-! = B- A ERAT. 

如 果 BB 是 正定 的 自 伴 算 子 , 能 量 空间 He 是 集合 D(B) 在 范 数 ug = (Bu, u)? 
下 的 完备 化 , NARKA blu, v] = (Bu, v), u,v € D(B). W sju, v], u,v € 
D(s) 2 Hp -AHRR EN, 而 且 在 Hp 内 有 界 , 即 [sju v]| «C llulls lolp， 
u,v € Hp, 则 存在 一 个 定义 在 He 上 的 有 界 自 伴 算 子 S 使 得 


slu, v] = [Sw va, u,v € Hg. (3.5.29) 


定义 3.5.9 ”如 果 上 面 所 定义 有 界 自 伴 算 子 SE Hg. 上 是 紧 算 子 , BROCBIDX 
线性 型 sju, v] RFP Olu, v] 是 相关 紧 的 . 

定理 3.5.10 WIPED sju, vo] 关于 共 辊 双 线 性 型 bju, v] 是 相关 紧 的 ， 
并 且 


口 


alu, v] = blu, v] + s[u, v], (3.5.30) 


则 
(1) a[u,v] 是 一 个 下 半 有 界 的 闭 共 斩 双 线 性 型 , 范 数 -lls 与 alu, v] 所 定义 的 
算 子 下 的 范 数 || [a 等 价 ; 
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(2) JUBROUETERI alu, v] 和 bju, v] 所 定义 的 自 伴 算 子 4 和 B 具有 的 相同 的 
本 质谱 , BI o. (A) = o. (B). 

证 明 (1) WS MESH Hp 上 的 紧 自 伴 算 子 , BH. s[u v] = [Su,v|p, u,v € Ap, 
oj (i =1,2,---) 是 S 在 空间 Hs 上 的 特征 值 , wj(z) (0 = 1,2,---) 为 对 应 于 oj B 
相互 正 交 的 特征 向 量 . 由 于 5 在 空间 Hp 上 是 紧 算 子 , 所 以 o; 一 0 (7 一 œ), EB. 
对 Vu € Hg, 


oo 
Su = D a5[u, uj] pu;. 
j=l 


对 于 任意 小 的 e, 存在 一 个 数 jo, 使 得 当 ; > jo 时 , laz| <e, 并 且 有 


Sulh < lulh + joll ST? max |[u, use|’. 
<j Sjo 


因为 D(B) 在 空间 He 内 稠密 , 对 于 7 > 0, 存在 一 列 v; € D(B), 使 得 


lu; — villa «m j=1,2,---, Jo, 
则 
I[u, uj] B^ =|[u, u; — vj] + [w wal? < 2l[u. ~ v;]l? + 2llu, vj] B? 
< 27? |ul5 + 2Ilvl?|LBo; |". 
如 果 选 取 充分 小 的 7 > 0, 使 得 29jo|S]|2, < e?, 则 结合 以 上 两 个 不 等 式 得 
IlSul[ < 2e? lul + Cellull?, 
所 以 


2 
lsu, l= [Su dal < Selle lulls < za iSi S rali 
« zb elel + Cul?) + Ilf 
^ 262 3 2 B 
2 2 C. 
< (s + Z) Ill + SS eal. (3.5.31) 
BEB AME cR 使 得 5>e > 0, 而 且 A 一 与 + 全 < 二 从 而 We Hs 有 


a[u, u] = b[u, u] + s[u, u] > (1 — 8) luli — Callull?. 


因 些 , o[u, v] 是 下 半 有 界 的 . 适当 选取 充分 大 的 C, 则 apu, v] + Clu, v) 是 一 个 正定 
KARREN. 根据 上 面 最 后 两 个 不 等 式 及 Banach 道 定理 可 以 得 到 在 空间 Hp 上 
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能 量 范 数 ulla = (alu, u] + Clu /7 与 能 量 范 数 lule 是 等 价 的 . 故 afu, v] 是 一 
AS FEB RE. 

(2) 不 失 一 般 性 , 假设 alu, u] 和 bju, u] 都 是 正定 的 , 则 逆 算 子 A, B-1 存在 ， 
要 证 明 ce(4) = oe(B), 只 要 证 明 4-1- B! 是 紧 算 子 即 可 . 

Vh € X, 车 有 Bu =h, Av = h, u,v € Hg, WH vg € He 有 

blu, g] = (Bu, g) = (Av, g) = a[v, g] = blv, g] + siv, 9] 
=blv, g] + [Sv, g) B = blv, g] + b[Sv, g] = b[v + Sv, g]. 

因此 , u =v + Sv, Bl SA-!15h = (B! A-1)h. 由 于 A 是 有 界 算 子 , S REST, 
所 以 4-1- B 是 紧 算 子 . 口 
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算 子 的 谱 理 论 和 谱 分 析 是 算 子 理论 的 重要 研究 内 容 , 也 是 现代 数学 的 基础 理 
i£. Hilbert 空间 中 的 有 界 对 称 算 子 理论 , 以 及 无 界 对 称 算 子 的 理论 已 有 完备 的 理论 
体系 , 并 已 将 这 些 理论 成 果 很 好 地 应 用 到 了 其 他 分 支 , 如 微分 方程 和 积分 方程 等 理 
论 , 很 好 地 解决 了 现代 数学 与 现代 物理 学 中 的 许多 重要 问题 . 我 们 也 经 常 碰 到 一 些 
非 对 称 问题 , 最 典型 的 就 是 - 自 伴 微 分 算 子 . 

常 微 分 算 子 谱 理 论 主要 研究 自 伴 和 非 自 伴 微分 算 子 的 谱 及 其 特征 状态 , 也 就 是 
研究 线性 微分 算式 分 别 赋予 线性 边 条 件 后 所 生成 的 算 子 的 谱 及 其 特征 状态 . 

当 微分 算式 是 对 称 算式 时 , 赋予 适当 的 线性 边 条 件 可 以 生成 对 称 微分 算 子 和 自 
伴 微 分 算 子 , 那么 , 研究 这 类 边 值 问题 就 归结 为 研究 对 称 和 上 自 伴 微分 算 子 的 谱 及 其 
特征 . 许多 线性 微分 方程 边 值 问题 也 可 转化 为 常 微分 算 子 理论 的 研究 . 从 而 , 产生 
了 经 典 常 微分 算 子 理论 研究 的 几 个 领域 : 自 伴 域 (对 称 扩张 ) 的 描述 , 对 称 微分 算 
子 亏 指数 理论 , 微分 算 子 的 谱 理论 ，. 

在 研究 线性 微分 方程 边 值 问题 时 , 人们 碰 到 大 量 的 非 自 伴 和 非 对 称 问 题 , 如 对 
称 微 分 算式 赋予 非 对 称 和 非 自 伴 的 线性 边 条 件 所 产生 的 算 子 问题 , 或 者 非 对 称 微分 
算式 赋予 适当 的 线性 边 条 件 所 产生 的 算 子 问题 . 不 论 是 哪 种 情形 , 都 没有 类 似 自 伴 
算 子 的 完善 理论 框架 来 应 用 到 这 些 算 子 上 ， 对 于 对 称 微分 算式 赋予 非 对 称 和 非 自 
伴 的 线性 边 条 件 所 产生 的 特殊 算 子 , 第 6 章 将 研究 几 类 特殊 情形 . 而 非 对 称 微分 方 
程 赋予 适当 的 线性 边 条 件 所 产生 问题 非常 广泛 , 但 我 们 发 现 了 一 类 “类 似 ” 对 称 和 
自 伴 的 微分 边 值 问题 , 即 本 对 称 和 J-B PE ( 复 对 称 和 复 自 伴 或 称 为 C- 对 称 和 C- 自 
FE) 微分 边 值 间 题 . 针对 这 类 型 微分 边 值 问 题 所 生成 的 大 对 称 和 十 自 伴 微分 算 子 ， 
也 有 对 应 的 .三 自 伴 域 (J- 对 称 扩 张 ) 的 描述 、 亏 指数 理论 和 谱 理论 . 

经 典 常 微分 算 子 理论 采用 算 子 方法 和 分 析 方 法 相 结 合 的 手段 进行 研究 , 算 子 方 
法 是 建立 在 完善 的 对 称 算 子 扩张 理论 和 自 伴 算 子 谱 理 论 的 基础 上 ,研究 J 对称 和 
二 自 伴 微分 算 子 也 需要 相应 的 了 对称 算 子 的 扩张 理论 和 .- 自 伴 算 子 谱 理 论 . 在 此 
前 提 下 , 人 们 自然 要 研究 更 一 般 的 且 具 有 类 似 性 质 的 算 子 的 特性 . 

本 章 重点 研究 非 对 称 算 子 中 的 和 对 称 算 子 在 某 些 方面 具有 类 似 特点 的 一 类 算 
F C- 对 称 算 子 和 C- 自 伴 算 子 , 这 类 算 子 在 实际 问题 中 存在 , 如 复 对 称 问 题 (ROM. 
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称 矩 阵 ) 生成 的 算 子 , 以 及 Normal 算 子 、Hankel 算 子 、 压 缩 Toeplitz 算 子 、 某 些 类 
型 的 Volterra 算 子 等 , 这 些 算 子 都 是 非 对 称 的 , 但 具有 C- 对 称 性 . 通过 对 这 类 算 子 
的 研究 , 给 出 C- 对 称 、C- 自 伴 算 子 的 一 些 基 本 结论 , 以 便 具 体 地 对 J- 自 伴 微分 算 子 
的 谱 进 行 定 性 分 析 . 


4.2 AR C- 对 称 算 子 


42.1 C- 算 子 


定义 4.2.1 BX ETOH Hilbert 空间 , (.,-) 表示 X EHAR, C 是 定义 
在 X 上 的 算 子 , 如 果 对 于 任意 的 a, 8 EC, 以 及 任意 的 rz,y € X, 


C(az + By) = az + By, (4.2.1) 


则 称 C 是 定义 在 X 上 的 反 (或 半 ) 线性 算 子 (antilinear operator); 若 C? = I, 则 称 
C 是 寡 等 的 (或 对 合 的 )(involutive); 若 Vz,y € X, (x,y) = (Cy, Cz). W C 是 等 距 
的 (或 等 度 的 ) (isometric). Hilbert 空间 X 上 的 一 个 守 等 的 等 距 半 线性 算 子 称 为 一 
个 C- 算 子 (conjugation operator). 

例 4.2.2 Æ C 空间 中 , 算 子 C: Vz = (zz 2) € C", 


Cz —C(n,:- ,Zn) = (Ree (71) 


WEF CHC” 上 的 一 个 C- 算 子 . 
例 4.2.3 ER L?[a,b] 中 , EX SET J: 


Jf(z) = f(a), 


WAF J Æ Lla, b) 上 的 一 个 C- 算 子 . 
引 理 4.2.4 d; C 是 Hilbert 空间 X 上 的 一 个 C- 算 子 , 则 存在 一 组 正 交 基 
{en}, 使 得 Ce, = en, Vn c N, 且 任 意 的 he X 都 能 表示 成 


h = hi +iho, (4.2.2) 
其 中 , Ch = h, Cha = he, TE B. 
Ikl? = Isl? + Hal? - (4.2.3) 


HEPA W {en} 是 Hilbert 空间 X 的 子 空间 (1-- C) X 的 一 组 正 交 基 , 对 于 任意 
的 he (I+C)X, 存 在 ye X, E (1+C)y =h, WW Ch = C(1-C)y = (C- Dy =h. 
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所 以 Ce, = en (n EN). 从 而 (T+ C)X 中 任何 向 量 可 表示 为 》 anen 的 形式 , 其 
n=0 
中 {an} 是 平方 可 积 实 序列 , Bl (a9,21,a2,---) € P. 而 
h= >a +C)h+ ix — OC)h = za +C)h+ nu 4- C)(-ih), (4.2.4) 


由 式 (4.2.4) 可 知 , 任何 h € X, h 均 在 (1 4- C)X "B, 故 由 式 (4.2.4) 的 分 解 , 以 及 C 
的 性 质 C? = I, 得 式 (4.2.2) 和 式 (4.2.3). 
为 了 便于 研究 引入 双 线 性 型 [.,]. 若 C HX 上 的 CAL, 对 于 Vg e X, XE 


[f,9| = (f. C9), (4.2.5) 
则 对 称 双 线性 型 [., .] 是 非 退 化 的 而 且 是 等 度 的 , 即 ve < x, 
sup [[f. gll = IFI (4.2.6) 
ligll=1 


反之 , 根据 Ries 表示 定理 , 若 关上 存在 一 个 非 退 化 等 度 的 对 称 的 双 线 性 型 
[-, -], 则 一 定 存在 一 个 算 子 C, 使 得 式 (4.2.5) R. 因为 1CHP = | fi], 所 以 


(F; F) = (CF OF) = [C7, f] = L Cf] = (1,0°7), (4.2.7) 


从 而 C? = r, 因此 C 是 一 个 CAT. 
4.2.2 有 界 C- 对 称 算 子 性 质 


设 久 是 可 分 的 复 的 Hilbert 空间 , 工 是 定义 在 铸 上 的 有 界线 性 算 子 , T € B(X), 
CAE X EN C- 算 子 . 

定义 4.2.5 ” 称 有 界线 性 算 子 T € B(X) 是 0- 对 称 的 , 若 CT c TO, 其 
"POT" 是 算 子 T SRR. BR (X,T,C) 为 0- 对 称 三 元 集 . $ (T) = {T € 
B(X) | CT = T*C}, 由 C?(T) 的 定义 可 知 , C?(T) c B(X), 并 且 是 B(X) 的 可 闭 

命题 4.2.6 VE (X,T,O) 为 C- 对 称 三 元 集 ， 

(1) 4 T 存在 , 则 T 也 是 C- 对 称 的 ; 

(2) KerT 是 空 集 当 且 仅 当 Ran7 在 X 中 稠密 ; 

(3) 4 T 是 Fredholm 算 子 , 则 IndT = 0; 

(4) 对 于 任何 多 项 式 p(z), p(T) 是 CTR; 

(5) VÀ, n > 0, C YE Ker(T — AI)" 5 Ker(T* — AI)" 之 间 建 立 一 个 半 线 性 等 距 
同 构 映射 . 
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根据 上 述 命 题 可 以 得 到 C- 对 称 算 子 T A T 谱 的 特性 , 由 于 C 是 等 距 同 构 ， 
所 以 , op(T) = op(T*) = {A | A € oy (D)), 其 他 特性 类 似 . 下 面 介 绍 几 个 C- 对 称 算 
子 的 例子 . 

例 4.2.7 在 Cn 空间 中 , 考虑 有 限 Jordan H, VA € C, 


A 10. 0 0 
0 A 1. 0 0 
0 A 7. 0 0 
As] 9 97 ] (4.2.8) 
e A 1 
000 ... 0 A 
是 C^ 上 的 有 界线 性 算 子 ， 令 Cn € B(C?), Vz = (21, 22,- t , Zn) € C^, 
Caz = On(z1, 223) = (25,7, 21), (4.2.9) 


则 C, 是 C^ 上 的 一 个 C- 算 子 , 容易 验证 (和 ) 是 C" 上 的 0%- 对 称 算 子 . 
i) 4.2.8 ”在 C? 中 , E T = ( 1 o € B(C?), > 


1 a 
o( zi _ | vite VA ta? | a (4.2.10) 
Z2 Vina Vina 


22 
则 C 是 C? 中 的 CHF, AT Æ C- 对 称 的 . 
例 4.2.9 Æ C^ H, WT Æ n xn MRR, T € B(C"), AT C 是 取 复 
HADAA, BU vz = (z,--,2,)€ C^, Cz = Jz = Z (15,273, mm), M C = J Æ 
一 个 C- 算 子 , HAT 是 本 对 称 算 子 , 即 


JT - T*J. (4.2.11) 


如 果 (X,T,C) 为 C- 对 称 三 元 集 , {en} 是 在 Hilbert 空间 X 上 满足 引 理 4.2.3 
的 C 不 变 规范 正 交 基 : Ce, = e, (Vn € N), 则 在 基 {en} F, C- 对 称 算 子 T 是 复 对 
PRIN, 对 于 任意 的 m,n € N, (Ten, em) = (Tem, en). 事实 上 , 根据 C- 对 称 算 子 工 的 
性 质 有 


(Ten, €m) = (Cem, CTen) = (em, T* Cen) = (Tem, Cen) = (Tem, en). 


由 此 有 下 面 结论 . 
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命题 4.2.40 — WE T & Hilbert 空间 X 上 的 有 界线 性 算 子 , 则 下 列 命题 等 价 : 

(1) T 关于 等 距 半 线 性 祖 等 算 子 C 是 C- 对 称 的 ; 

(2) 在 世上 存在 一 个 等 距 对 称 双 线 性 型 [f, 9], 使 得 T. 在 双 线 性 型 下 是 对 称 的 ， 
BI Vf,ge X, [T f, g] = [f, T*g]; 

(3) 存在 X 的 一 组 正 交 基 (e), 在 此 基 下 T 可 表示 成 一 个 对 称 拢 阵 . 

例 4.2.11 由 于 每 个 Hankel 矩阵 是 复 对 称 的 , 所 以 Hankel 算 子 是 C- 对 称 的 . 
Carleman 算 子 


(FJ)(z) = f B LY ay, Vf € L'(0,oo) (4.2.12) 
是 一 个 C- 对 称 算 子 , 因为 算 子 Tr 可 以 在 某 个 正 交 基 下 表示 为 一 个 复 对 称 矩 阵 . 
A 10 
例 4.2.12 在 C3 中 , A=] 0 A 1 | 是 C- 对 称 的 , 其 中 ， 
0 0 入 
C(21, 22, 23) = (23, 22, Z1), (4.2.13) 


1 


事实 上 , el = (1,0,1), e = Jg —i), es = (0,1,0) 是 C? 中 的 正 交 基 , 于 是 


V2 
Ja(A) 在 基 {ei, ez,e3} 下 对 应 矩阵 为 
1 
入 0 万 
0 AF (4.2.14) 
d a 4 
V2 V2 


ENAIRE. 
定理 4243 T =T 是 空间 C" 上 的 一 个 对 称 和 矩阵 , 并 且 是 一 个 C- 对 称 
AT, 则 存在 一 个 酉 矩阵 和 一 个 正规 对 称 和 矩阵 N, 使 得 (在 同一 个 基 下 ) 


T —-UNU*:. (4.2.15) 


证 明 ”由 于 了 开 是 一 个 对 称 和 矩阵 , 且 是 C- 对 称 算 子 , PTL TT = TT* 是 一 个 实 对 
HER, 因而 必 存 在 一 个 西 和 矩阵 U 和 一 个 实 对 称 和 矩阵 S, 使 得 TT —USU*, TT = 
Usut. $ N = U*TU, N) N 是 正规 的 (N*N = NN* = S), 对 称 的 (N = N*), 所 
T=UNU. D 

定理 4.2.44 车工 是 一 个 C- 对 称 算 子 , 则 半 线 性 算 子 CT 与 T*T HERE 
可 交换 , 也 就 是 若 T*T 的 谱 族 记 为 EE = Err, 则 对 于 [0, oo) 上 的 任何 Borel 4& o 
有 
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CTE(e) = E(o)CT. (4.2.16) 


证 明 EF (CT? = T'T, 所 以 CT 5 TT 可 交换 , 从 而 CT 与 所 有 p(T*T) 
可 交换 , 其 中 , p(z) 是 实 多 项 式 . MCT 5 TT 的 谱 测度 可 交换 . 口 

命题 4.2.15 WE (X, T,C) 是 一 个 C- 对 称 三 元 集 . 则 

(1) M 是 C 不 变 子 空间 当 且 仅 当 Mt 是 C 不 变 子 空间 ; 

(2) E M 是 在 C 和 了 人 下 的 不 变 子 空间 , 则 M 约 化 算 子 T; 

(3) M 约 化 算 子 T 当 且 仅 当 CM AM T; 

(4) 车 M 是 C 不 变 子 空间 ,P 是 M 上 的 投影 算 子 , 则 的 压缩 4 = PTP 在 
M 上 满足 CA = A*C. 


4.2.3 ”C- 对 称 算 子 的 结构 


RF CHF, 我 们 引入 一 个 著名 的 定理 . 
定理 4.2.16(Godié-Lucenko) ”车 U 是 Hilbert 空间 X 上 的 西 算 子 , 则 在 x 
上 存在 C- 算 子 C 和 J, 使 得 


U = CJ. (4.2.17) 


证 明 ”如 果 C E Hilbert 空间 X 上 的 C- 算 子 , 使 得 CU = U*C, 则 令 J — CU. 
容易 验证 J 也 是 Hilbert 空间 x 上 的 C- 算 子 , 所 以 式 (4.2.17) 成 立 . 如 果 J 是 
Hilbert 空间 X 上 的 C- 算 子 , WS c = UJ, 容易 验证 C 也 是 Hilbert 空间 X 上 的 
C- 算 子 , 所 以 式 (4.2.17) 也 成 立 . 定理 得 证 . 口 

上 述 结论 表示 任何 一 个 酉 算 子 都 可 表示 为 两 个 半 线 性 算 子 的 积 , 给 出 了 CH 
子 和 西 算 子 之 间 的 联系 , 使 得 对 C- 算 子 和 酉 算 子 有 了 进一步 的 认识 , 而 且 上 述 结论 
的 道 也 成 立 . 

定理 4.2.17 若 C 和 J 是 Hilbert 空间 上 的 两 个 CBT, 则 UV = CJ 是 一 
ABR, MAU 也 是 C 对 称 的 和 J 对 称 的 . 

证 明 FU =CI,CM IHX ER C-R T, W vf.gex, 


(,U*g) = (Uf. 9) = (CJf.9) = (Ca. Jf) = (f, JCg), 


所 以 U* = JC, 从 而 CU = U*C, JU =U* J. 口 

对 于 Hilbert 空间 X 上 的 有 界线 性 算 子 T, 也 用 K(T) = KerT 表示 算 子 了 的 
零 子 空间 , 即 方 程 Tg = 0 的 所 有 解 所 形成 的 子 空 间 ; 用 R(T) 表示 算 子 T 的 值 域 ， 
则 


X = R(T) 6 Ker(T*) = R(T") © Ker(T). (4.2.18) 
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如 果 Hilbert 空间 X 上 的 有 界线 性 算 子 U 将 子 空间 X\K(U) 等 距 地 映射 到 
RU) b, 则 称 有 界线 性 算 子 U 为 等 距 算 子 (partially isometric). 容易 证 明 , WR 
有 界线 性 算 子 U 是 等 距 算 子 , 则 U* 也 是 等 距 算 子 ; HA, 有 界线 性 算 子 U 是 从 
R(U*) 到 RU) 上 的 等 距 映 射 , 有 界线 性 算 子 U* 是 从 RU) 到 R(U*) 上 的 等 距 映 
射 , 而 且 


U*U = P, UU* =Q (4.2.19) 

ANERE Hilbert 空间 X 上 的 正 交 投影 算 子 , 将 X 分 别 投影 到 R(U*) 和 R(U) 

E- T Æ Hilbert 空间 X 上 的 有 界线 性 算 子 , 则 TT 是 一 个 非 负 的 对 称 有 界线 
性 算 子 , 且 存在 一 个 非 负 的 对 称 有 界线 性 算 子 B, 使 得 Vz c X, 

(T*Tz, x) = (B?z, x), (4.2.20) 


称 线性 算 子 BART T 的 模 算 子 , 记 为 [T| = (7*7)2, 则 T| 也 是 一 个 非 负 的 对 
称 有 界线 性 算 子 , 而 且 , 对 于 任意 的 ze 和 有 


(Tz, Tz) = (T*Tz, £) = (2, T*Tz) = (|T|2, |T|2), (4.2.21) 
RT|) = RTP) = R(T*T) = R(T?). (4.2.22) 
在 Hilbert 空间 X 上 定义 有 界线 性 算 子 U: [Tle > Tz, 
(U [T| z, U |T| = (Tz, Ty) = (T"Tz,y) = (ITP x,y) = (ITIm,(T|y), (4.2.23) 


WAT U 是 从 R(T) 到 R(T) 上 的 等 距 算 子 . 将 算 子 U 连续 延 拓 到 RIT) 上 , 并 
A Ud = 0 23 ¢ e Ker(|T|) 时 , 则 得 到 一 个 在 Hilbert 空间 X 上 的 等 距 算 子 , 并 
且 满 足 

KerT = KerU = Ker|T|, (4.2.24) 


WH U : (Ker|T|)+ 一 R(T) 是 在 上 的 . ATU, Hilbert 空间 X 上 的 每 个 有 界线 性 算 
FT 可 以 唯一 地 表示 为 


T -UIT|, (4.2.25) 


其 中 , |T| = (7*T)3, U Æ Hilbert 空间 X 上 的 映 R(T) 到 R(T) 上 的 等 距 算 
F, 称 式 (4.2.25) 为 有 界线 性 算 子 T 的 极 表 示 ( 极 分 解 )(polar representation, polar 
decomposition). 容易 验证 算 子 T 的 极 分 解 具有 如 下 特性 : 
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(1) IT| = U*T; 

(2) (TT*)3 = U|T|U*, IT| =U*(TT*)2U; 

(3) T = (TT*)3U, (TT*) = TU". 

E T 是 C- 对 称 算 子 , 则 可 以 证 明 同 构 算 子 U 也 是 C- 对 称 的 , 车 U 可 以 表示 
成 两 个 C- 算 子 C,J 的 积 U = CJ, 则 J 5s IT) 可 交换 . 特别 当 T 是 酉 算 子 时 , A 
用 定理 42.16, AF T 可 分 解 为 两 个 C- 算 子 的 积 . 

定理 4.2.18 di T — U [T| 是 C- 对 称 算 子 的 极 分 解 , 则 等 距 算 子 U 是 C- 对 
称 的 且 可 以 分 解 为 U = CJ, Bf 


T= CJIT|, (4.2.26) 


其 中 J 是 在 RIT) 上 的 C- 算 子 , 并 且 与 |T| 可 交换 . 
WEBB €T 的 极 分 解 为 工 = UJT), 而 T XJ& C- 对 称 算 子 , AW U*U 是 
ROT) 上 的 投影 算 子 , U 等 距 , 所 以 


T = CT*C = C|T|U*C = C(U*U)|T|U*C = (CU*C)(CU |T|U*C). (4.2.27) 


4 W = CU*C, W* = CUC, 而 U*UU* = 0*, 则 WW*W = W. 所 以 
W 是 一 个 等 距 算 子 . 又 4 = CU|T|U* C 是 一 个 非 负 的 对 称 算 子 , 所 以 若 能 证 明 
KerA = KerW = KerT, 则 根据 极 分 解 的 唯一 性 可 得 , W —U, A= IT]. 

因为 U 是 由 RT) 到 R(T) 上 的 算 子 , 所 以 


KerW = Ker4 = KerU*C. 
下 证 KerT = KerU*C, 由 式 (4.2.27) 得 
KerU*C C KerT. (4.2.28) 
RZ Tf =0, 则 CT*Cf =C|T|U*Cf =0, 从 而 ， 
|T|U*Cf =0, 


由 于 U* 的 值 域 空间 为 ROT), 所 以 U*C f = 0. 

综合 上 述 , KerT = KerU*C. 从 而 证 明了 U =W, A-|T|. R U =W, U = 
CU*C 说 明了 U 是 C- 对 称 的 . HF J = CU —U*C, 所以, J? = (U*C)(CU) = U*U 
是 ROT) 上 的 正 交 投 影 , 而 且 |T| = A, CU |T|U*C = [T], 即 


J|T|J = |T], 


故 JIT|= |T|J. 
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根据 J = CU, 得 KerJ = KerU = Ker|T| = (R(|T|))+; 又 由 了 = U*C 得 ， 
R(J) = R(U*) = RT|), 由 于 CU 是 等 距 的 , 所 以 T 也 是 一 个 在 RT) 上 的 等 距 


AT, 这 就 证 明了 J 是 一 个 在 RT) 上 与 T] 可 交换 的 CAT. 口 
推论 4.2.19 ÆT 是 C- 对 称 算 子 , W p — W |T|), 其 中 W 是 一 个 C- 对 称 的 
BAT. 


推论 4.2.20 Æ T Æ C- 对 称 算 子 , WT 可 道 的 充 要 条 件 是 |T| = (TT)? 可 
逆 . 

推论 4.2.21 di T dé C- 对 称 算 子 , 则 T*T 和 TT* 是 酉 等 价 的 . 

证 明 €T OE C- 对 称 算 子 , T = CJ|T| 不 失 一 般 性 , 可 以 设 了 是 x 上 的 
C- 算 子 , 则 由 于 J 与 |T| 可 交换 , 与 T? Warm, T? = TT, 故 


CIT*T)= CT*TJ = CT*CCTJ = TCTJ = TCTCCJ = TT*CJ, 


而 CJ 是 西 算 子 , MUTT 和 TT* 是 西 等 价 的 . 口 
推论 4.2.21 的 逆 命 题 不 一 定 成 立 . 
定理 4.2.22 ”在 Hilbert 空间 X E, 每 个 紧 C- 对 称 算 子 T 均 可 表示 为 


T = Y Men)Cen, (4.2.29) 
n=l 


其 中 , An} 是 |T| 的 特征 值 ( 按 重 数 计 ), {ew} 是 IT| = (T*T)# 的 一 组 规范 的 正 交 
特征 向 量 . 

WEBB 了 全 是 紧 算 子 , 则 |T| 也 是 紧 的 非 负 对 称 算 子 , {An} 是 |T| 的 特征 值 , en 
是 As 对 应 的 特征 子 空间 , dime, < oo, 0 < n < N. 若 了 是 有 限 算 子 , 则 NN < oo, 
否则 N = oo, An 一 0. 根据 定理 4.2.18 知 CT = JIT|, J 是 定义 在 RIT) 上 的 
与 |T| 可 交换 的 C- 算 子 , J E e, 也 是 一 个 C- 算 子 , 所 以 , en 中 存在 一 组 正 交 基 
Un,1, Un,2;"… Und, 对 于 JM, 使 得 


CTun,k 一 Antn,ks k= 1,2,:... ,dn, 


由 于 KerT = Ker |T|, 所 以 


N-1 d 
T — M (+, Un,k)CUn,k- (4.2.30) 
一 0 k=1 
在 (KerT)+ = R(T) 上 人 恒 等 于 0. 由 于 A, 一 0, 所 以 式 (4.2.30) 是 收敛 的 . 或 者 由 
紧 对 称 算 子 的 谱 分 解 定理 也 可 立 得 式 (4.2.29). 口 
IT) 的 非 零 特征 值 n} RAAT T 的 奇异 值 (singular value), 对 应 的 特征 向 量 
{en} 称 为 算 子 T 的 奇异 特征 向 量 (singular eigenvector). 
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推论 4.2.23 若 了 是 和 上 的 一 个 紧 的 C- 对 称 算 子 , 则 
ITI = sup{o > 0| 3/(/ 40), 使 得 Tf = oC}. (4.2.31) 
定理 4.2.24(AAK (Adaman, Aror, Krein)) # T 是 一 个 紧 的 Hankel BT, 
则 它 的 奇异 值 co, ci,… 满足 


— 1 — d 
On 一 NA IT- T'I], (4.2.32) 


其 中 T 是 一 个 有 限 秩 的 Hankel 算 子 . 

对 于 C- 对 称 算 子 有 类 似 的 结论 . 

定理 4.2.25 ” 若 了 是 一 个 定义 在 X 上 的 紧 C- 对 称 算 子 ,7 NAME 00, 01,---, 
重 根 按 重 数 计 算 , 则 


an= im |T-T'|, (4.2.33) 


其 中 T 是 一 个 有 限 秩 的 C- 对 称 算 子 . 

证 明 ”由 于 了 是 C- 对 称 算 子 , MU T = CJIT|, 由 定理 4.2.22 WA, |T| = 
oo n-—1 
》 ok(, ex)ex, Jer = ey (Vk). Wt Ao — 0, Ai = oo(^,€o)eo, :… , An = M okl ex)ex; 
k=0 k=0 
jid T' =CJAn, W 

IT — T'I = C4 [T] — CJA«|| = lICJCIT| — An) || = IIIT | — Anll 2 on. 

而 rankT’ = n, T 与 4。 可 交换 , T" 是 C- 对 称 的 , 所 以 , 由 以 上 可 得 式 (4.2.33)， 口 
4.2.4 “C- 对 称 算 子 的 变 差 原理 

X 是 复 的 可 分 Hilbert 空间 , C, -) 是 X 上 的 内 积 , C 是 定义 在 X 上 的 一 个 
C- 算 子 , Vz,y € X, 


(x,y) = (Cy, Cz). (4.2.34) 
用 [ ，] 表示 如 下 的 双 线 性 型 
[z, y] = (z, Cy). (4.2.35) 
在 此 双 线 性 型 下 , X 上 的 C- 对 称 算 子 T, KF [，,] 成 为 对 称 算 子 , 即 
[Tz,y] = (Tx, Cy) = (z, T"Cy) = (x, CTy) = |e, Ty]. 


上 式 也 可 以 作为 C- 对 称 算 子 T 的 等 价 定义 . 
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定理 4.2.26 BË B:X xX >t 是 一 个 有 界 双 线性 型 , 则 存在 唯一 的 一 个 

有 界 算 子 荆 : X >X, 使 得 Vzx,y e XX， 
B(z, y) = [Tz, y], (4.2.36) 
其 中 [., -] 是 由 式 (4.2.35) 所 定义 . E B 是 对 称 的 双 线 性 型 , 则 T 是 C- 对 称 算 子 ; 


反之 亦 然 , 即 一 个 有 界 C- 对 称 算 子 T 与 一 个 对 称 的 双 线 性 型 对 应 . 
证 明 车 如 是 定义 在 和 x 和 上 的 一 个 有 界 双 线 性 型 , 则 


X x X 3 (z,y) 9 B(x, Cy) 


XE XY SARE, 根据 定理 3.5.5, 存在 一 个 线性 算 子 了 :和 一 X, 使 
得 vr,ycxX, 


B(z, Cy) — (Tz, y), 
从 而 
B(z,y) = (Tz, Cy) = [Tx, y]. 
车 B(z,y) = B(y,z), Wl vz,y e X Ẹ 
(Tz, Cy) = (Ty, Cz), 


Bp 
(z,7*Cy) = (z, CTy), 
所 以 了 是 C- 对 称 算 子 . 
反之 , 若 了 是 C- 对 称 算 子 , 则 
B(z, y) = [z, y] = [x, Ty] (4.2.37) 
是 对 称 双 线 性 型 , 而 且 是 有 界 的 . 
由 上 面 定 义 可 知 


B(z, y) = [Tz, y] = (Tz, Cy) = (x, T"Cy), 
B(z,y) = |z, Ty] = (z, CTy). 
4 B 是 对 称 双 线 性 型 时 , (c,T*Cy) = B(z,y) = (y,CTx), 所 以 
(T*C)(CT) = T*T = |T}. (4.2.38) 


O 
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定义 4.2.27 PAT T HRAT T| 是 紧 的 , 则 称 Bio, y) 是 紧 的 ; 若 B(x,y) 
是 一 个 紧 的 双 线 性 型 , 则 T 的 特征 值 称 为 双 线 性 型 B(x,y) 的 奇异 值 . 

设 4 是 X 上 的 对 称 紧 算 子 , 根据 对 称 紧 算 子 谱 的 特性 可 知 , 若 Xo > 和 1 之 
2A, 2: 是 4 的 特征 值 ( 重 根 按 重 数 计 算 ), 则 


An= min max{Az,z}, 0<n<dimX. (4.2.39) 
codimV=n MA 
定理 4.2.28 E TÆ X LRL E CMMEBT, oo 201 >- Done 
… 之 0 是 工 的 一 组 奇异 值 , 则 
Omn, 0«n« SBA, 
Un = min , mex RITz, £] = dim X (4.2.40) 
lzll=1 0, n> 73 ^ 


证 明 8 {en} CX JÉ X PUREE 42.22 条 件 的 一 组 规范 正 交 基 , BU 
|T|e&, = onen, Jen = €n, 


其 中 J 是 工 的 极 分 解 (T= CJIT|) 中 的 一 个 C- 算 子 . 
第 一 步 : 证 明 v, 2 oon. 
设 V 是 关中 一 个 满足 codimV =n (0 €n« 
n, dimg V+ = 2n, $ 


dim X 
2 


) 的 子 空间 , 则 dim V+ = 


W = spang1eo, £1, , e2n 
表示 (eo 01, -- ,ezn} 实 的 线性 包 , 则 e; 具有 如 下 分 解 
e; =U, +0 u€V,vycVi,j-0,12,--,2n. 


MEW dimg V+ = 2n, 则 25 -- 1 ^ TH] E Vo, U1;'°' , Van € vt, 存在 一 组 不 全 为 零 的 
常数 Q0, 41,°°° , Gan, 使 得 


aovo 十 0194 十 …Qono2n = 0. (4.2.41) 
又 由 于 €0, E1)， * ,€2n 相互 正 交 ， 所 以 


f = aouo + art 十 …: 十 aantu2n = a0e0 十 alel 十 …' 十 aonean #0, 
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MA fe WNV. 对 f 规范 化 , 不 妨 设 f 是 一 个 单位 向 量 , 则 
[TF f| - (Tf, Cf) = (CJ IT| Cf) = (4 IT] f) 


2n 2n 2n 2n 
= 》 a,e,,J |T] 》 ajej | = J ajej, J J QjO0jes 
j=0 j=0 j=0 j=0 
2n 2n 
= X ‘ajej, Y ,0jüjej 2 Ki la; > 2 On- 
j-0 j=0 


这 是 由 于 [f =1 所 以 太史 -1 而且 m> > om > 0. 
对 任意 Vc X, 车 codimV =n, 则 


max R[Pz,x] 2 oon, 
fia 


从 而 
加 一 min max R[Tz,z] > oon. (4.2.42) 
codimV=n Me 
E . n di ax 
第 二 步 : 证 明 当 0<n< = ; 其 他 情形 , w = 0. 
V02j41€2; + l02;€2;41, O02j41 > 0， 
wj = Mr TUM Cn (4.2.43) 
€2j41; 0241 =Q, 
考虑 线性 子 空间 
V' = spanc{wo, wi,::: , Wn—1, €2n; €2n41, 77: }- 


显然 , codime V’ = n, 设 

g = bowo + +--+ bp—1Wn—1 十 coe2n + C1€62n43 5, 

go = bowo +`: + bn-1Wn-1, 91 = Co€2n + Ciemny bs, 
HE [lg] = 1, 则 


Jg = boJwo 十 … 十 六 -ivJao 1 十 而 ezn + eens +--+ = Jgo + Jon. 
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由 w; 的 定义 可 知 
(go; |T| g1) = (91, |T| 9o) = 9, (4.2.44) 
所 以 
[Tg, g] (T9, Cg) = (g9, CT9) = (9, J ITI 9) 
=(9,|T| Jg) = (9, |T| Jgo) + (go, |T| J91) + (91; IT| Jg) + (91, IF | J91) 
=(9,|T| Jg) = (9o, [T| Jo) + (2. |T| 791). 
再 根据 w, 的 定义 可 得 
(w;,|T| Jus) 2-0, j =0,1,2,---,n-1, j Z k, 
而 
(wj, |T| Jw) = (25:162; + iyez; [T| (/G25 162; 一 iV52je2)+1)) 
= (V/3254162; + 182562741; 0254192; €25 一 1,/02502541€2541) 


= 02502j41(625, €23) — T27027+1(€2j+1; €2j+1) = 0, 


所 以 


dim X —2n 


3 cma 


k=0 


R[Tg,g| «| [Tg, 9] | = | (gs, |T|/g)) | = 


dim X —2n 
ES 5 Gn+klek|? < S %2n, 
k=0 


这 是 由 于 gl = 1, W E jel? <1. 从 而 


max RITz, 2] € gan. 
zcv! 


lrll=1 
所 以 ， 


m= min max R[Tx, £] € 924. (4.2.45) 
codim V=n iene 1 


综合 式 (4.2.42) 与 式 (4.2.45), 便 得 式 (4.2.38). 口 
定理 4.2.29 d$ T HX 上 的 一 个 C- 对 称 算 子 , co > >0 是 了 的 奇 
异 值 , 则 


On = Rim oc max R[Tz, z], (4.2.46) 
CO dime =n od 1 
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其 中 , v 是 复 的 可 分 Hilbert 空间 x 上 的 所 有 实 线性 子 空间 , VL 也 是 实 线性 子 空 
间 且 codimg V = dim V+. 
WEBB ” 同 定 理 4.2.28 证 明 类 似 , 第 一 步 , 选取 V 是 实 的 线性 空间 , fS codimg V = 
n, 则 W = spang{feoel…… ;en} n+ 1 维 实 的 线性 空间 , 构造 f = aoeo + aiel 十 
ase, € V, H (fl 2 1, 1898 
min max R[Tz, z] >on. 


codimV=n s€V 
llzll=1 


第 二 步 , 构造 V' = spangieo, --- ,ien, €n41,i€n+2; ien+3,---}, 同样 步 又 得 到 另 
一 不 等 式 , 从 而 得 到 等 式 (4.2.46). D 

根据 双 线性 型 与 C- 对 称 算 子 之 间 的 关系 , 便 有 如 下 结论 . 

定理 4.2.30 Æ B: X x X ^ C 是 一 个 紧 的 对 称 双 线 性 型 , oo > cl > … > 
on > 0 是 B 的 奇异 值 , 则 


dim X 
On, 0 < n < 2 " 
cod tin , max eB(z,z) = | dim X (4.247) 
lal=1 0, n> —, 
2 
H 
min max R[Tz, z| = on. (4.2.48) 


codimV=n «€ 
llzll=1 


4.3 COC- 对 称 算 子 的 特征 结构 


4.3.1 ”特征 值 与 特征 子 空间 
i X ETOH Hilbert 空间 , C 是 上 的 一 个 CBF, T 是 C- 对 称 有 界线 性 
AT, C) 表示 空间 X 上 的 内 积 , [., -] 表示 x 上 的 双 线 性 型 


[ry] = (Cy), Vr,y € X. (4.3.1) 


如 果 [x,y] = (z, Cy) = 0, 则 称 z 5 y Æ L, ] 下 是 正 交 的 或 C-IEAE HJ, WA moy. 
称 两 个 子 空间 EA F Æ C- 正 交 的 ( 记 作 ELoF), WR [x,y] = 0 WER cc E RI 
y E FRE. 容易 证 明 双 线性 型 (4.3.1) 是 非 退 化 的 , 即 对 于 任意 z € X , [z, 2] =0 
当 且 仅 当 x = 0. GIP ED (., -) 不 同 的 是 双 线 性 型 [.，.] 不 一 定 非 负 , 因为 
对 于 任意 的 0, [ei9/2x, 69/27] = ei (x, a]. 

引 理 4.3.1 C- 对 称 算 子 T 对 应 不 同 特征 值 的 特征 向 量 在 双 线 性 型 [., .] F 
是 正 交 的 . 
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证 明 Æ M Zà Tr = X21, Tze = As, 则 


A [21,22] = a1; £2] = [Tz1, 22] = [21, Tra] = [x1, 4222] = MN lz1, £2], 
由 于 Ar A Ao, 所 以 [z1, z2] = 0. 口 
定理 4.3.2 37 Æ C- 对 称 算 子 , 并 且 A Ado, WH m,m 2 0, 
Ker(T — A4I)"* L cKer(T — A21)". (4.3.2) 


特别 地 , C- 对 称 算 子 的 不 同 特征 值 对 应 的 特征 子 空间 是 C- 正 交 的 . 
证 明 4 m, = m2 = 1 Bf, 由 引 理 4.3.1 便 可 得 . 不 失 一 般 性 , 不 妨 设 入 = 
0,A2 = 入 0. 


Ker( 了 一 和 = span iz. Tz, T?z,.-- ;Taz} 一 el， 
Ker(T — MND)™ = span (y, (T — AI), (T — AMIY'y, -- ,(T — AD'^y) = ex, 


KH T™ a £0, (T — AD)"?y Z 0, Mo T™ +z —0, (D — Aty = 0. 
只 需 证 明子 空间 sl, ez 是 C- 正 交 的 , BR [., .] 下 是 正 交 的 . 先 证 明 (T-A) y 
与 sl 是 C- 正 交 的 . 对 于 0 <j <m, 


mH TIg, (T — AI)" y] = [Tiz X I(T — Army] 
- (riz, Tr F(T — Amy 
=(T™ 11g, (T — AD)"?y] = 0. 
XB A 7:0, 所 以 
[Tiz, (T — M)™y]=0, O«j&m;, 


从 而 得 (T -— AD yLoe. 
WEE k (0 <k < ma — 1), # [D?2, (T — AD)?2-*y] = 0 (0 < j < mi) R, 则 


AI? z, (T - AT)™2 -ly 一 [T?z, MT — ADym-k-y 十 (T E ADyma-kyj 


— (Tix, (AI +T — AD(T — AD™ * 1) 
=[Tiz, T(T — Ar)" 5] 


- [r?''z, (T — Arm ty], 
从 而 
AMALFI gy (T — AD™ Ely] = [prit s, (T — Ap) 871] = 0. 
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由 于 A #0, 所 以 , XF 0 <j <m, [Tiz (T — AD) 7*1] = 0 成 立 , 也 就 说 
明了 
[^z(T—-AD"*54-0, VO<j<m, O<k< me. 口 
我 们 仍然 用 p(T) 和 o (7) 分 别 表示 线性 算 子 了 的 正则 集 和 谱 集 , 而 用 RA, T) = 
(AI — T)! 表示 对 应 于 任意 Ae p(T) 的 预 解 算 子 . 采用 预 解 算 子 的 积分 来 研究 一 
般 的 特征 空间 是 谱 理论 中 常用 的 一 种 方法 , 如 果 T 是 定义 在 复 Hilbert 空间 x 上 
的 有 界线 性 算 子 , f 是 o(T) 的 邻 域 0 上 的 解析 函数 , 则 Riemann 积分 


f(T) = > f f(z)R(z, T)dz, (4.3.3) 


定义 了 一 个 有 界线 性 算 子 f(T), KP EO A, 并 且 是 包含 oc(T) 的 Jordan 曲线 . 
WE T 是 定义 在 复 Hilbert 空间 X 上 的 闵 线 性 算 子 , 对 于 o(T) 的 每 一 个 相 
对 开 闭 (clopen) 子 集 A 存在 一 个 积分 
P(A)- d xf R(z, T)dz, (4.3.4) 
其 中 工 是 包含 A 的 封闭 Jordan 曲线 , 并 且 工 的 内 部 int(T) 与 o(T)\A 不 相交 , 称 
这 个 积分 算 子 为 算 子 了 对 应 A 的 Riesz 积分 (投影 ). 容易 证 明 积 分 (4.3.4) 与 包含 
A 的 封闭 Jordan 曲线 T 无 关 , 只 要 曲线 DP 满足 内 部 int(T) 与 e(T)NA 不 相交 . 
定理 4.3.3 EA (4.3.4) 定义 的 算 子 全 对 应 A 的 Riesz 积分 (投影 ) 是 一 个 


投影 算 子 . 
WEB] 设 工 工 是 两 条 满足 上 述 条 件 的 封闭 Jordan 曲线 , JF EL. D C intl, 则 


P(A)= wa f R(z,T)dz = " z, T)d 


P?(A) = (2ni)~ e fago (A, T) R(u, T 
= xi)? f ax f (u - 97 (0.7) ROOT)dn 
= (2ni)-? f dA j (n-A) RO, T)dp— 22i) ? ¢ dA $ (u—d) Ru, T)dp, 


根据 Cauchy 积分 定理 , 上 面 第 一 项 积分 为 0, 第 二 项 积分 为 P(A). 所 以 P(A) = 

P(A), Bl P(A) 是 投影 算 子 . 
如 果 算 子 T 的 谱 可 以 分 解 成 为 两 个 互 不 相交 的 相对 开 闭 的 A, 对 应 的 Riesz 
积分 不 一 定 是 自 伴 的 (不 一 定 是 正 交 投影 ), 所 以 两 个 投影 算 子 也 不 一 定 相互 正 交 . 
口 
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定理 4.3.4 UE 了 是 一 个 C- 对 称 算 子 , oT) 是 了 NBR, 如 果 o(T) 可 以 表 
示 成 两 个 不 相交 的 相对 开 或 闭 集 (clopen)A: 和 As 的 并 集 , e(T) = A U As, 对 应 
的 Riesz 投影 (积分 ) 为 已 = P(A), P» = P(A2), Wl 

(1) Pi 与 P, 是 C- 对 称 的 , BI P, = CP*C(i = 1,2); 

(2) P, 5 P. Æ C-IEAEIIJ, Bl Ran Pj 1 cRan P; (URBI Pj P; = PP, = 0); 

(3) 在 D(T) E, P ((— 1,2) 与 了 可 交换 ; 

(4) (TP) = A;ie(T(1 — Pi)) = o(T)\A, (i = 1, 2). 

WEB] (1) 根据 Riesz 积分 的 性 质 , 以 及 R(z, T) = (zI — T)! 的 C- 对 称 性 , 可 
得 上 述 结论 . 

(2) HT, P2 是 两 条 分 别 包含 Ai 与 Az 的 封闭 Jordan 曲线 , 并 满足 intl intl. 
= e, 则 

P,P; = P, Pa (ani)? f dA d. RA, TR T)dp 
ri 


r2 


= (2ni)? f m f (u — X)" (RO, T) — R(T) dy 
= (oni? $ ang (u — 3) -R( T) dp 


-om 下 aap (u -A ROT 
1 2 


根据 Cauchy 积分 定理 , 上 面 两 项 积分 全 为 0, Bm DPP, = PP = 0. 于 是 对 于 任 
意 的 x,y eX, 


[Piz, Poy] 一 [zx, P Pry] 一 0, 


所 以 , P, 与 P, 是 C- 正 交 的 . 

(3) 由 于 R(z, T) = (21 - T)! 5ST BARN, 所 以 P; 与 了 可 交换 . 

(4) 只 证 明 第 一 个 等 式 . 因为 TP 是 算 子 了 在 了 的 不 变 子 空间 RanP, 上 的 
限制 , 所 以 p(T) C p(T P), 从 而 c(TP) C off). R(z,T) = (21 -T E T WHERE 
子 空间 RanP 上 的 限制 就 是 TP, 的 预 解 算 子 , 所 以 o(TP,) C Ai. 对 集合 p(TPi) 
继续 估计 ， 


R(z, T)P, = (2ni) ! f R(z, T) R(u, T)dp 
Di 


- eu? | f C-u RETA- f E-W RU. nyan| 


根据 Cauchy 积分 定理 , 上 面 第 一 项 积分 为 0, 第 二 项 积分 关于 z 在 Ti 外 是 解析 
Bg. 从 而 , R(z,T)P = (z - TP.) 在 CNintP 上 解析 . 将 Ti 收缩 到 Al 的 边界 ， 
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所 以 R(z, TP, = (z 一 TP)-! 在 C\A, 上 解析 , 故 得 到 o(TP,) = Au. 同样 可 以 证 
明 i=2 的 情形 及 第 二 个 等 式 . 口 
定义 4.3.5 Wt X 是 可 分 的 Hilbert 空间 , P 是 X 上 的 投影 算 子 , RAT P 
是 C- 投 影 算 子 是 指 P 是 COMI, H P? = P. 
E PE C- 投 影 算 子 , 则 |P] > 1 RanP 是 闭 的 , 而 且 KerP n RanP = {0}. 
设 Mo € o(T) 是 孤立 谱 点 , Do 是 一 条 围绕 oo 的 封闭 曲线 , DX, 所 围 区 域 与 
o(T) 只 有 一 个 交点 Ao, 在 Ao 处 算 子 T 的 Riesz 积分 


Py, = (2ni)7} f R(A, T)dA. (4.3.5) 


定理 4.3.6 Wt T ENEAN Hilbert 空间 X 上 的 闭 线性 算 子 , Po BS 
C T XE Ao 处 的 Riesz 积分 ， 
(1) Py, JÉ— SO; 
(2) 
RanP\, D Ker(T — AoT); (4.3.6) 


(3) # T Æ C- 自 伴 的 , 则 P, 是 Ker(T — Aol) 上 的 C- 正 交 投 影 . 
WA (1) 由 定理 4.3.3 立 得 . 
(2) # f € Ker(T — Aol), WX AF Ao, 


(T= AD)! f = (Ao — A) f. (4.3.7) 
根据 Pr, REXA 
Paf = (oni) d (T-AD) fdà = (mi) f (Ao — A)! fda =f, 
Dag r 


所 以 f € RanP,,, 即 式 (4.3.6) 成 立 . 
(3) 根据 定理 3.4.4 可 知 Py, Æ C- 正 交 投 影 . 只 需 证 明 RanP。= Ker(T' — oJ), 
由 (2) 可 知 , 只 需 证 明 RanPy, C Ker(T — dol). 计算 (T — rol)Py, 有 


(T — MD) Pa = (2ni) ! f (T — AgI)(T — AI) dA 


Pag 


= Qui)? d (T — AF + AI — AgI)(T — AI) !dA 
Ty 


0 


= (21i)! f (A — ào) (T — A7)7!da. (4.3.8) 


0 
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JH U id TA, 的 内 部 , 在 UVE, BF (A -A)T -AN 关于 入 是 解析 的 
并 且 


|A — Aol I(T — AD) I| & JA — Aol dQ, o(7)) 


其 中 d(z,y) 表示 zx 与 y 之 间 的 距离 . 取 Tx 的 半径 充分 小 使 得 Ao 是 o (T7) PST), 
最 近 的 点 , HE Uo} [A—Ao] (7 — AD) S 1. (A—A9)(T - A1)! E Uà} E 
解析 , 根据 Cauchy 定理 , 积分 (4.3.8) 等 于 零 算 子 , Bl RanPy, C Ker(T — AgI). O 

一 般 地 , 对 于 闭 算 子 T A RanP,, D Ker(T — oJ), ATLA, 任意 的 y ERanP。 都 
Æ T YE (T — AoI)^y = 0 意义 下 的 广义 化 的 特征 向 量 . 使 得 (T — AoI)"y = 0 成 立 
的 最 大 的 n RA A 的 代数 重 数 . 不 难看 出 特征 值 的 代数 重 数 等 于 RanP。 的 维 
数 . 而 特征 值 和 的 几何 重 数 等 于 Ker(T - Aol) 的 维 数 . 根据 定理 4.3.6 可 知 , 特征 
值 ^ 的 几何 重 数 一 般 小 于 或 等 于 它 的 代数 重 数 . 对 于 自 伴 算 子 而 言 特征 值 的 几 
何 重 数 等 于 它 的 代数 重 数 . 

定理 4.83.7 Z C- 对 称 算 子 的 不 同 特征 值 对 应 的 特征 子 空间 是 相互 C- 正 交 
的 . 

证 明 ”由 定理 4.3.2 可 知 , 对 于 紧 C- 对 称 算 子 非 零 特 征 值 对 应 的 特征 空间 是 
C- 正 交 的 . HAT BAW, 0 也 可 能 是 它 的 特征 值 , 由 定理 4.3.3 可 知 , 任何 非 零 特 
征 值 对 应 的 特征 向 量 与 0 对 应 的 特征 向 量 ( 若 存在 ) 也 是 C- 正 交 的 . 也 可 以 表示 为 
对 任意 小 的 s > 0, 任何 非 零 特 征 值 对 应 的 特征 向 量 与 RanP: 是 C- 正 交 的 , 其 中 

1 
© 2xi |z|=€ 
这 里 RanP: 包含 特征 值 0 对 应 的 特征 向 量 (FFE). 口 
4.3.2” 迷 向 特征 向 量 及 其 重 数 

在 复 Hilbert 空间 X 中 , # [2,2] = 0， 则 称 向 量 z 是 关于 [,] 迷 向 的 
(isotropic). 显然 , 0 是 一 个 迷 向 向 量 . 

引 理 4.3.8 #C 是 复 Hilbert 空间 X 上 的 一 个 C- 算 子 , 则 每 个 维 数 > 2 的 
子 空间 包含 关于 双 线 性 型 [x,y] = (x, Cy) 的 非 零 迷 向 向 量 . 

证 明 设 dimX >2, 考 虑 X 上 的 两 个 线性 无 关 非 零 向 量 m1, m2, 若 21,22 中 
有 一 个 是 迷 向 的 , 则 得 证 . Æ zi, za 均 不 是 迷 向 的 , 令 


[22,21] 
Yı = Ti, Y2=%2- [zi zi] 1: 
? 


R(z, T)dz, 


则 得 到 了 一 对 C- 正 交 向 量 yi yo 与 21,22 具有 相同 的 线性 包 . 
AF yo 是 迷 向 的 , 结论 得 证 . AF yo 也 不 是 迷 向 的 , 则 yy 均 不 是 迷 向 的 , 可 以 
将 yi, yo 规范 化 , 使 得 ji, yi] = 1, [yz,y2] = 1. 很 容易 验证 , y tiy PREAH. 
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引 理 4.3.8 说 明 , 若 孤 立 特征 值 系 是 完备 的 , 则 一 定 存在 迷 向 的 特征 向 量 . 

定理 4.3.9 # T ÆR Hilbert 空间 X 上 的 C- 对 称 算 子 , 则 A e o,(T) ÆT 
的 简单 特征 值 的 充分 必要 条 件 是 A 没有 迷 向 特征 向 量 . 

证 明 EART T 的 孤立 特征 值 , 则 对 应 的 Riesz 积分 已 = P(A) 是 一 个 
C- 投 影 . 若 和 是 简单 特征 值 , 对 应 的 特征 向 量 为 v, 并且 xz 是 迷 向 的 , 则 [zx,z] = 0. 
而 xz 与 Ran(I — P) 是 C- 正 交 的 , 从 而 > 与 空间 X 是 C- 正 交 的 , WA z = 0, 矛盾 ， 
所 以 z 不 是 迷 向 的 . 

反之 , 若 和 不 是 简单 特征 值 , 则 有 两 种 情形 : 

情形 1 47 dim Ker(T — AI) > 1, 则 由 引 理 4.3.8 知 , Ker(T — AI) 包含 有 一 个 
迷 向 向 量 , 所 以 工具 有 一 个 迷 向 特征 向 量 . 

情形 2 Æ dim Ker(T — AI) = 1, M) Ker(T — AI) = span(z),z z 0, 而 因为 
入 不 是 简单 的 特征 值 , 故 dim Ker(T — AD)? > 1, 所以, 存在 一 个 非 零 向 量 y, 使 得 
z =(T-ADy, H 


[r, x] = [x, (T — ADy] = (7 — M). y] = 0, 


所 以 z 是 一 个 迷 向 特征 向 量 . 口 
定理 4.3.10 #7 T Æ Hilbert 空间 X 上 的 0- 对 称 有 界线 性 算 子 , 则 对 每 
一 个 复数 € C, 存在 一 个 递增 的 子 空间 序列 KA, 使 得 


Ker(T — AI)" = [Ker(T — AD)" n Ran(T — AI)^] e KÀ, (4.3.9) 
既是 直 交 和 也 是 C- 直 交 和 , 而 且 Ker(T — AN" n Ran(T — AI)" 包含 迷 向 向 量 . 
WEB] 考虑 和 =0 的 情形 , 对 每 个 n, 存在 一 个 子 空间 OK, = KO 使 得 ， 
Ker T” = [Ker T” ^ Ran T"] @ Ky, 


其 中 , @ 是 普通 直 交 和 , 而 且 由 于 Ker T" 与 Ran T" Æ C- 正 交 的 , 并 且 Kna c 
Ker T^, 则 式 (4.3.9) 也 是 C- 直 交 和 分 解 . 特别 地 , Ker T" nN Ran T" 中 每 个 向 量 都 
是 迷 向 的 , 由 Ker T” C Ker Tn+l, Ran Zn+l C Ran T" 得 到 K,, 是 递增 集合 序列 . 

口 


4.8.8 $E 


复 Hilbert 空间 X 上 的 一 个 有 界线 性 算 子 了 : X 一 X VOIE (nilpo- 
tent)， 如 果 存 在 正 整数 n, 使 得 


T^ = 0; (4.3.10) 
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有 界线 性 算 子 T:X > X 称 为 是 拟 究 零 的 (quasinilpotent), 如 果 
lim |T" ||" = 0; (4.3.11) 


X 中 的 非 零 向 量 q KFT 称 为 是 拟 军 零 向 量 (quasinilpotent vector), 如 果 


Jim, IT^g]* = 0. (4.3.12) 
很 容易 验证 , 若 了 是 紧 算 子 , 则 关于 T 的 所 有 拟 寡 零 向 量 所 生成 的 空间 QS 
T* 特征 空间 的 直 交 空间 重合 . 


定理 4.3.11 XE T 是 复 Hilbert 空间 X 上 的 一 个 C- 对 称 算 子 , Vm > 0, 
Q.LcKer(T — AI)", (\ 40. 也 就 是 每 个 拟 窜 零 向 量 都 与 T 的 非 零 特征 值 对 应 的 特 
征 子 空间 C- 正 交 . 

证 明 5 m =0 时 , Ker I = (0), 由 此 得 QLcKer I. 假设 QlcKer (T-M) 
成 立 , 利用 数学 归纳 法 , 证 明 vg € Q, Vx € Ker (T 一 AT)m+1(|izl| = 1), 都 有 lg, 2] =0 
成 立即 可 . 事实 上 , y = (T — AI) € Ker (T — AD)", 故 (g, y] = 0, 从 而 


Alg, x] = lq, Ax] = la. Tz] ~ [a, y] = [Tq, z], 
A”[q, z] = [T"9, 2], 
Vn 2 0, [Al Ilg, z]| = I[T"«, z]| < Tall lel] = |T"@l], A 
AL Ilg, z]l* < 7"gl* — 0, 
T A z 0, 所 以 fq, £] = 0, 因此 Q.L e Ker(T — AT). o 


4.3.4 ”C- 对 称 算 子 的 对 角 化 

设 工 是 定义 在 复 Hilbert 空间 X 上 的 一 个 C- 对 称 算 子 , 并 且 具 有 一 个 完备 的 
特征 系 {un}, 即 X =span{u,}, 若 对 应 的 特征 值 入 , 互 不 相同 , 由 定理 4.3.2 知 
{un} 是 互相 C- 正 交 的 , ATLA, 可 以 假设 
1, i=j, 
0, i£ j. 
(因为 [un un] A 0. 若 不 然 , 设 [un un] = 0, M Vx € X, [un, x] = 0, TT {un} Æ X 
内 完备 , 所 以 un = 0, 矛盾 .) 

SF={fex | /是 由 有 限 个 {wn} 的 线性 组 合 }, 则 vf e F, 


[ui, uj] = gj = | (4.3.13) 


f= 》 fusus, (4.3.14) 
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其 中 , [f, un] 有 有 限 个 不 为 零 . 式 (4.3.14) 称 为 反 Fourier 展开 (skew Fourier expan- 
sion). 在 空间 上 定义 算 子 Ao: F 一 X, 


Aoun = Cun. (4.3.15) - 


HF FEX CERMEN, 所 以 Ao dE X 上 存在 唯一 的 一 个 扩张 , 记 作 A. 

复 Hilbert 空间 X 上 定义 算 子 U:X > X, 称 为 是 C- 正 交 算 子 (C-orthogonal 
operator), 如 果 满 足 CU*CU = I. HU 是 C- 正 交 算 子 , 则 (Uz, Uy] = [z, y]. C-E 
交 算 子 与 正 交 算 子 不 同 , C- 正 交 算 子 的 范 数 有 可 能 是 无 界 的 . 

引 理 4.3.12. # Ao 是 有 界 算 子 , 则 Ao 的 扩张 A: X — X BIEN C- 正 交 算 
CT, 在 此 情形 下 , A 是 可 道 的 , A“! = CAC, 并 且 B= V A 也 是 C- 正 交 算 子 ， 

证 明 ”由 公式 (43.14), 得 


(Aof,f) = M fu^ 20, vfeF. 
n=1 
di Ao 是 有 界 的 , 则 由 连续 性 , 4 也 是 有 界 正 算 子 . 又 由 于 Vun € {un}, 
(CA*C) Aun = (CA) un = Un, 


所 以 A 是 C- 正 交 算 子 , (CAP =I, A7! =CAC. 
再 根据 (CBC)(CBC) = CAC = 4-1,CBC > 0, 得 (CBC) 是 A 的 一 个 正 
的 平方 根 算 子 , 即 


(CBC) = (475, 


根据 平方 根 的 唯一 性 得 (CBC) = B^, 故 B 是 C- 正 交 算 子 . 口 
引 理 4.3.13 4 Ao BARN, WA v, = Bu,(B = VA) 定义 的 向 量 组 
Lunti 满足 


(1) {onp 是 正 交 的 , (v v) = ai 6537 12,5 
(2) [vna 是 C- 正 交 的 ， [vn v;] = ij, ij =1,2,---; 
(3) Cun =n, n= 1,2,.…. 

证 明 ”对 于 Vij = 1,2,…， 


(vi, vj) = (Bun, Buj) = (ui, Auj) = (u, Cus) = [ui uj] = 0; 
[v., 7] = (vi, Cv,) = (Bu, CBu;) = (Bui, B !Cu;) = (w, Cu;) = Dij; 


从 而 Cu, = CBu, = B-1Cu; = B-! B?uj = Bu; = vj. 口 
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而 且 {unjse_; 也 是 完备 的 , 这 是 因为 车 (f,wj) 20, 7 = 1,2,…, 则 0 = (fv) = 
(f,Buj) = (Bf,wy), j 2 ,2,-.. 由 于 {wj}?21 Æ X 中 是 完备 的 , H B 是 可 逆 的 ， 
所 以 f —0, Bl {uv}, 完备 . 

定义 对 角 算 子 D : X = X, Don = Aus, WA 

T = BDB, 
即 得 到 C- 对 称 算 子 T 的 对 角 化 . 
4.3.5 “特征 向 量 的 Riesz 基 

Hilbert 空间 X 中 的 任意 序列 {un}; 称 为 Bessel 序列 , 若 存 在 常数 M > 0, 

fif vrex, 


》 zw < M izl’; (4.3.16) 
u=1 
车 存在 常数 Mi, Mo > 0, 使 得 
Mi zl? < > Kz, ws) «Mi lial? . (4.3.17) 
=1 


则 称 序列 {un} 是 一 个 Riesz 基 . 
定理 4.3.14 E {un} 是 X 中 一 个 完备 的 C- 正 交 系 , 则 下 列 命题 等 价 : 
(1) {un} 是 一 个 Bessel 序列 且 具 有 Bessel 界 M. 
(2) {un} 是 一 个 Riesz 基 具 有 上 下 界 M, M~. 
(3) Aou, = cun 扩张 成 一 个 有 界线 算 子 A: H >H, Wie |All « M. 
(4) 存在 M > 0, 满足 


m 


> CnUn 


n=l 


<M 


Y Crun 
n=l 
对 每 个 有 限 序列 cl cz,…… , cm- 

(5) Gram 和 矩阵 G = [(uj, u =n * M 9, 

M? > GG* > 0. 

(6) Gram 矩阵 G = [(ux, u,))%—, Æ Pw) 上 有 界 的 , 并 且 |IGI <M, G BIE 
交 的 . 

(7) 对 每 个 f © X, Fourier REX D Lf, unlun 依 范 数 收敛 于 f, 并 且 


n=l 


x; VI < 3 IU JP < MIP, Aol = inf {M}. 


n-l 
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4.4 无 界 C- 对 称 算 子 


设 x 是 可 分 的 Hilbert 空间 , T: DT) 一 和 是 闭 稠 密 线性 算 子 , C 是 x. EW 
C- 算 子 . 
定义 4.4.1 对 Vi,g€D(T), 


(CT f, g) = (CT'g, f), (44.1) 


也 就 是 CT c T*C (Bl TC c CT* E T C CT*O), WHT 是 C- 对 称 算 子 . # 
T = CT*C (Bl CT =T*C E TC = CT"), WE T Æ C- 自 伴 算 子 . 

例如 , 在 例 1.1.15 中 复 系 数 的 Sturm-Liouville 算式 (1.1.10) 生 成 的 最 小 算 子 To 
是 一 个 无 界 C- 对 称 算 子 (J- 对 称 算 子 ), 赋 以 分 离 的 自 伴 边 条 件 所 生成 的 无 界 算 子 
T Æ C- 自 伴 微 分 算 子 (三 自 伴 的 微分 算 子 )， 

对 有 界 算 子 而 言 C- 对 称 与 C- 自 伴 是 一 样 的 , 而 对 无 界 算 子 是 有 区 别 的 , 在 第 
5 章 详细 研究 , C- 对 称 和 C- 自 伴 有 时 也 称 为 -对 称 和 J- EL FE, 但 在 Krein 空间 中 
C- 自 伴 与 本 自 伴 是 不 相同 的 . 
441 C- 自 伴 算 子 谱 的 结构 

定理 4.4.2 27 Æ Hilbert 空间 X Lh C- 自 伴 算 子 , 则 o. (T) = e. 

WA REE. € 0,(T) z e, WEE A € o. (T), 使 得 R(T — AI) 7 X. 从 而 

Ker(T* — AI) = R(T — AI) F (0). 
WE X EFE y(F 0)(Cy £ 0), 使 得 y € Ker(T* — Ar), BH 
(T* - Ay = 0. 
KHA T RE C-BfESET, 即 CTC = T*, 所 以 
(CTC — AI)y = 0, 
Bp 
C(T — AD)Cy = 0. 

所 以 , (T — AD)Cy = 0, 也 就 是 Ae e, (7), 矛盾 . 故 o (T) = 2. 口 

根据 定理 4.4.2 的 结论 可 知 , Hilbert 空间 X 上 的 C- 自 伴 算 子 T 的 谱 是 由 点 
T op(T) 和 连续 谱 o.(T) 组 成 的 , 即 


o(T) = op(T) U oe(T); (4.4.2) 
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或 者 由 离散 谱 os(T) 和 本 质谱 o.(T) 组 成 的 , 即 
o(T) = ea(T) U as (T). (4.4.3) 


定理 4.4.3 4$ T Æ Hilbert 空间 X 上 的 C- 自 伴 算 子 , W o(T) 的 孤立 点 是 
的 特征 值 . 

WEBB 车 入 是 (7T) 的 孤立 点 , 假设 Ker(T — AI) = (0), 即 入 不 是 特征 值 , 则 
根据 定理 4.3.6 可 知 Ran Pa = (0) (Py 如 式 (4.3.5) 所 定义 ), 所 以 


P, = (oni) $ R(z, T)dz = 0, 
Ty 


这 里 I、 是 复 平面 上 一 条 包围 和 的 简单 Contour 闭 曲线 . 根据 复 分 析 中 的 Morera 
定理 可 知 R(z, T) 在 z= 入 某 一 邻 域内 是 解析 的 , 所 以 Ae p(T), 矛盾 . o 
定理 4.4.4 #7 Æ Hilbert 空间 x 上 的 C- 自 伴 算 子 , HA e o(T). W 
à € oa(T) SAMS Ker(T — M) 是 有 限 维 的 , (T — AD)|neser-Anjnpor) 具有 有 
界 道 . 
证 明 ”必要 性 . 车 入 e oa(7T), WX 具有 如 下 的 直 和 分 解 
X = Ker(T — AI) @ [Ker(T — AD, 


每 个 子 空间 都 是 闭 的 且 T- 不 变 . 设 To = TI xerr—anjenpcr), 则 To Æ [Ker(T — 
AD]|- n D(T) 上 是 C- 自 伴 算 子 , 并 且 Ker(7b — AI) = (0). 因为 入 是 孤立 点 , 不 包含 
E o(To) A, BE A € p(To), 所 以 (To — Al) 在 [Ker(T -AD n D(T) 上 具有 有 界 道 ， 
从 而 (T — AD)er-Anjnpory FRAAIE. 由 于 和 是 离散 谱 点 , 根据 oz(T) 的 定 
义 可 知 Ker(T — AD) 是 有 限 维 的 . 

充分 性 . 由 于 Ker(T — AD) 是 有 限 维 子 空间 , 所 以 Ker(T — Ar) 也 是 XX 的 闭 子 
空间 . 设 P 是 Ker(T — AI) 上 的 正 交 投影 算 子 , H 


T) = (T m AD)|[Ker(T—AN]4ND(T): 


WW T, Æ [Ker(T — AD] n D(A)) 上 具有 有 界 逆 的 充分 必要 条 件 是 0 € p(T). AF 
p(T4) 是 开 集 , 存在 0 的 一 个 邻 域 W, 使 得 W. C (Ty). 选取 z A A, 但 充分 接近 A, 
使 得 入- ze 页, 从-( 和 -2z)7 具 有 有 界 道 . 在 X. 上 定义 直 和 算 子 


R(z) 2(A-z) !Pe(TA—-(A—z)) , 
则 R(z) BARBS. 只 需要 证 明 R(z) 是 (T — Ar) HWAT, 结论 便 成 立 . 实际 上 ， 


(T — zI)R() 2 (A — z) (T — zD))Po(T -zD)(Ty—-(A—2)) 
-Po(T-zD(T-zl-1-P)-Pe(-P)-I, 
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在 此 利用 了 PX 的 不 变性 和 P 的 定义 . 由 此 得 z € p(T), 所 以 (W+A)\ {A} c p(T). 
这 就 意味 着 和 是 o(T) HILA, A Æ T 的 特征 值 , 故 € oa(T). 口 

推论 4.4.5 di Ker(T — AI) 是 有 限 维 的 , 则 和 € oe(T) 当 且 仅 当 (T — 
AD)|ieccr-Anj2npor) 没有 有 界 逆 . 

定理 4.4.6 Hilbert 空间 X 上 的 紧 算 子 T 的 谱 至 多 包含 可 数 多 个 点 , ROR 
外 没有 其 他 聚 点 , 每 个 非 零 谱 点 都 是 了 HARER. WE T 是 Hilbert 空间 六 
上 的 C- 自 伴 算 子 , 则 上 述 结论 的 逆 也 成 立 . 

证 明 ”定理 的 第 一 部 分 的 证 明 由 2.5.4 小 节 中 的 讨论 及 定理 2.5.23 的 证 明 可 
fj. 在 此 只 证 明 第 二 部 分 . 

WRT 的 谱 仅 包含 有 限 多 个 非 零 点 , 则 每 个 谱 点 是 T 的 有 限 重 特征 值 . 所 以 ， 
T 是 有 限 秩 算 子 , 即 紧 算 子 . 

MRT 的 谱 包 含 可 数 多 个 非 零 点 且 以 0 RARA, 每 个 非 零 谱 点 都 是 了 的 有 
限 重 特征 值 , 即 


o(T) = (A1, Az, As, tr } U {0}, 


在 此 , 4 n — oo 时 入 一 0. 

4 r = sup(Jul, Dol, al), 且 设 s — > 十 1. 设 T。 是 复 平面 上 以 。 为 半径 ， 
以 0 点 为 圆心 的 闭 曲线 , 则 D. 包含 oT). 在 复 平面 上 取 一 列 互 不 相交 的 包含 原 
点 的 封闭 Jordan 曲线 {Cn}, 满足 Tue; 包含 在 Fw 内 , Fn 的 半径 小 于 二 , 而 且 在 
T, 内 部 含有 o(T) WA. 

AAT, = Ts UT WRS B = int (Ts)\int (Cn) 的 边界 , 则 BARA o(T) 的 
有 限 多 个 点 . 令 

1 
"7 22i Jr, 

则 根据 定理 4.3.6, P, 是 有 限 秩 C- 自 伴 算 子 且 在 D(T) 上 与 了 可 交换 , (TP) 也 是 
有 限 秩 C- 自 伴 算 子 . 由 于 TP, 5 T (n> oo), MAT EBS. 口 

注 “ 另 一 证 法 : d T—CJ|T| 的 分 解 , 也 可 以 证 明定 理 4.4.6 结论 . 


4.4.2. 半 线 性 特征 展开 


自 伴 算 子 对 应 的 谱 分 解 定理 , 若 对 应 的 谱 是 特征 值 , 则 有 其 特征 展开 , 对 于 无 
界 的 自 伴 算 子 而 言 , 当 其 有 紧 的 预 解 算 子 , 那么 无 界 自 伴 算 子 也 有 其 特征 展开 , 根据 
定理 4.2.22 可 知 有 界 紧 的 C- 对 称 算 子 有 一 个 类 似 的 特征 展开 , 那么 对 于 无 界 C- 自 
伴 算 子 也 有 类 似 的 结论 . 

定理 4.4.7 BT: D(T) 5 X 是 一 个 无 界 C- 自 伴 算 子 , 并 且 对 于 某 一 z € C, 
预 解 算 子 (T-N) 是 紧 的 , 则 存在 X 上 的 一 组 正 交 基 (u4)2?.9 C X, WMA, un 


R(z,T)dz, 
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是 线性 特征 问题 
(T — zI yun = o4 Cus (4.4.4) 
的 解 ， 00,01,777 是 一 组 非 负 递 增 的 序列 ， 且 On CO. 
证 明  vVf,g e D(T), 
(C(T — z1)f,9) = (C(T — 21)g, f). 
Als 记 紧 算 子 9 =(T-2z1)1,4 f= Szr, g= Sy, BW 
(Cz, Sy) = (Cy, Sz), 
由 此 可 以 看 出 5 是 C- 对 称 算 子 , 5 又 是 紧 算 子 , 根据 定理 42.22 可 知 , 存在 x 的 
SCu, = 05 Un 
c,l 是 一 递减 的 正 序列 且 c; 0, 而 un € Ran S = D(T), BiZIE T — zI 作用 ， 


便 得 结论 . m 
推论 4.4.8 8@T:DoH Jé—4 XU C- 自 伴 算 子 , 并 且 在 z = 0 具有 紧 的 


BRAT, 则 f = a.u, € D(T) 的 充 要 条 件 是 


n=0 


> a? |an]? < oo. (4.4.5) 
=0 


ler - 21) |] = — (4.4.6) 


推论 4.4.9 ”在 定理 AAT 的 条 件 下 ， 
1 
> 


定理 4.4.10 W T:D— H -TAHER C- 对 称 算 子 , 若 存在 X 中 一 个 
完备 系 {un} o C D(T), 及 一 组 递增 非 负 序 列 {on} 一 oo 满足 


Tun = OnCun, (4.4.7) 


M T  C-ARET. 
证 明 由 于 了 是 C- 对 称 算 子 , 所 以 对 于 ok Zo, 


0; (uz, ux] = (CTu;, ux) = (uj, CTux) = oklu, ux], 


则 {wj} 是 C- 正 交 的 , B. T — CJ [T], J|T|us = onun. 对 于 多 重 特征 值 情形 , 适当 
选取 {u} 是 正 交 组 , 结论 也 正确 . 
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设 / = aue X, 对 每 个 m f, = 》 a07 Tuy € D(T), 并 有 Tf, = 
一 0 


3-70 


Yu; e D(T), 又 由 于 了 是 闭 的 , RT 的 图 是 闭 的 , Al T : D(T) 一 X 是 满 


j=0 


St, 所 以 了 是 C- 自 伴 的 . D 
定理 4.4.11 3$ T Æ C- 对 称 算 子 , 0 € p(T), 则 

T 2CJ|TI, (4.4.8) 

其 中 , |T| 是 满足 DOUT) = DT) 并 且 与 J 可 交换 的 正 算 子 . RZ, 任何 满足 上 述 


条 件 的 算 子 T 是 C- 对 称 算 子 . 
证 明 设 了 是 C- 对 称 算 子 , 0 e p(T), WT: D(T) x 是 满 射 . RRET 
的 逆 算 子 , RX = DT), 且 TR= 了 ,对 Vf,g eX, 


(Cf, Rg) = (CTRf, Rg) = (CT Rg, Rf) = (Cg, Rf), 


BI (R*Cf,g) = (CRf.g). 所 以 , R 是 一 个 有 界 的 C- 对 称 算 子 , R* 也 是 有 界 的 C- 对 
RAT. B R = CJ|R*|, 其 中 , J 是 X 上 的 CHT, 并 且 与 |R*| 可 交换 . 对 
R* = CJ |R" Bite, 得 


R= |R*| JC, 


而 TR= 7 了 ,于 是 TIR*|JC — £L, WA T|R*| 2 CJ, 由 于 |R*| X = D(T), 所 以 ,无 
界 正 算 子 |R* 上 与 工具 有 相同 的 定义 域 , mH. 


JCT |R"| =I, 
即 JOT = |R*| ^ 是 无 界 算 子 , 从 而 有 极 分 解 
T-CJ|R'|!. 
将 [e| = |T| 代入 便 得 结论 . 反之 易 证 . 口 


4.4.3 ”CC- 自 伴 算 子 的 本 质谱 


如 果 工 是 Hilbert 空间 X 上 的 C- 自 伴 算 子 , 则 根据 定理 4.4.2 的 结论 可 知 , T 
的 谱 是 由 点 谱 s (T) 和 连续 谱 o. (T) 组 成 的 (o(T) = o (T) U o. (T); 或 者 是 由 离 
BUS ozy(T) 和 本 质谱 o。(T) 组 成 的 (o(T) = oa(T) Voe(T)). 

本 小 节 给 出 类 似 关 于 自 伴 算 子 本 质谱 的 Weyl 准则 (定理 2.5.19). 用 un > 
u 表示 Hilbert 空间 X 中 的 序列 (uw) BWA u e X, 即 对 于 任意 的 we X, 
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(uv) > (u,v) (i — oo); Hi un —> u 表示 Hilbert 空间 X 中 的 序列 {wi} 强 收敛 到 
u € X, BI, |u, -u] +0 (i — oo). 

定理 4.4.12 AUR T Æ Hilbert 空间 X 上 的 C- 自 伴 算 子 , 则 实数 A e ce(4) e 
3A 的 对 应 和 的 Weyl 序列 . 

证 明 ”必要 性 . 设 Xe ce(4), WA 或 者 是 无 穷 维特 征 值 , 或 者 和 E cc(4). 

(1) 当 和 是 无 穷 维特 征 值 时 , N、 为 特征 子 空间 , 取 N、 的 一 组 规范 正 交 基 


{u1 u2, Un} C NX, lel = 1, j=1,2,--- 


所 以 
lim (A — AD)u; = 
由 于 (uus, sos] 是 Nh C D(A) 的 一 组 规范 正 交 基 , 可 以 扩充 成 为 X 的 规 


范 正 交 基 ， 对 于 任意 的 ae X, 有 [xl]? > YI z,u;)|^, 所 以 ， 


了 一 工 


lim (z, u;) — 0, 
了 一 co 


从 而 说 明 w- lim uj —0 (ED un — 0). 
(2) 34 A € o,(A) Hf, (A — AI)! 存在 且 无 界 , Vj, 3y; € R(A — AD), 使 得 


|(4— ul > j llus, (YY) = fij, 


4 ü; = (4-A) y, = L—, W lall = 1, {wy},_12. 是 一 个 非 预 紧 集 , 且 有 


Te T 
[(A—ADu |y 
IA- A) yl IA- Anty 

从 而 Jim. (4- Alu; = 0. 结合 (1) 和 (2) 4818, 存在 4 的 对 应 入 的 Weyl 
序列 . 

充分 性 ， 若 存 在 A 的 对 应 和 的 Weyl 序列 {uj}, iS {us}... 是 非 预 
Xm, FH Jim n (Au; — Auj) = 0, WrAeo(T). 下 面 只 要 证 明 入 不 是 4 的 有 
限 重 特征 值 即 可 如 果 Ker(T — AI) 是 无 穷 维 的 , WH A € ce(T )， 所 以 仅 考 虑 
dim Ker(T — AI) < oo 的 情形 . 

如 果 dim Ker(T — A7) = 0, 即 没 有 特征 函数 , 则 结论 得 证 . 

如 果 0 < dim Ker(T 一 AI) < oo, 则 根据 推论 4.4.5, 只 需 证 明 (T — AI) 在 
[Ker (T -AD 上 的 限制 ( 记 作 Ta = 人 -ADIkerr-Anlinpem)) 不 存在 有 界 逆 . 


1 
I(A — AD)u;]| = Sy 
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设 (o), Æ Ker(T — M) 的 一 组 正 交 基 , P, 是 在 Ker(T — AD) 上 的 投影 算 子 . 
{p} 也 是 Ran Py 的 一 组 正 交 基 , 则 


|| Pxun ||? = Yes ed 


lim ||Pyun||? = 0. 
也 一 DO 


由 于 un 一 > 0, 所 以 
I — Pus? = 1 — Pus]? — 1. 


设 P= I-P 是 P, 的 正 交 补 . 令 on = Pyun ||Paunl t, W |lvnl|=1. 由 于 
Un € D(T), MCA n — oo 时 ， 


IT — AD)vnl| = I(T — AD)unll Pus] > 0. (4.4.9) 


又 由 于 {un} 是 Weyl 序列 , PUA T — AI 的 逆 是 无 界 的 . 由 式 (4.4.9) 便 得 结论 D 
对 于 一 般 的 闭 算 子 , 也 有 类 似 的 结论 
定理 4.4.13 Wt X f Hilbert 空间 , A RAAT, 则 W(A) C o(4). 
证 了 明 ” 设 入 eW(4), {un} EAT 4 对 应 于 入 的 Weyl 序列 , + 

(A — ADus 

(A — Aunli? 

WW lw = 1, {un} C D((A — A)71). 又 因为 (4 — AI)u, — 0, 所 以 对 于 任意 大 的 

N, 存在 no, 5 n> no 时 ， 


ICA — AD) wl = (A — Munll > N 


A (4 一 AT)-! 是 无 界 算 子 , Ae o(A). 口 

定理 4.4.14 设 X 是 Hilbert 空间 , A 是 闭 算 子 且 4 的 正则 集 非 空 (o(4) # 
Ø), 则 W(A) C aess(4) = oe(4)Uor(4), 并 且 oess(4) 的 边界 包含 在 W(A) 内 . 如 
R W(A) 在 C 内 的 补 集 的 每 一 个 连通 分 支 都 包含 算 子 4 的 正则 点 (p(4) 中 的 点 )， 
则 c... (A) = W(A). 后 一 结论 的 逆 命 题 也 成 立 . 

证 明 — (1) 设 A € W(A), {un} BAF A 对 应 于 入 的 Weyl 序列 . 如 果 A € 
oa(A), 则 存在 一 个 有 限 维 的 4- 不 变 子 空间 Hy. WE P Æ Hy, 上 的 投影 算 子 ,TI-P 也 
是 投影 算 子 , 而 且 (7—P)u, = wn — 0, ||w.l| 一 1(n > 00), 从 而 (I[-P)(A-AI) = 
(A — AD(I — P) ARB. FÆ A € e(AU — P), BS A € oA) FE, 所 以 
À € ges. ( A). 


Un = 
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(2) WÈ 和 € oess(A), 并 且 在 边界 上 , 则 存在 序列 {zn} C p(A), 使 得 2, 一 
入 (n 一 00)， 选 取 f € H, 使 得 对 于 所 有 的 n, un = (4 aI 40. 定义 
Wn = us ust, W wnal = 1, 而 且 对 于 任意 小 的 = > 0, FE N, 24 n > NWN, 
l2n — zu| < e. 因而 Yh €H, 


(h, wn) = llun] (05 (A — zT)! f) + (zn — zwY((A — zw) T]*h,us)] 
« collua||! + eer < ce, 
Bl wn > 0. 所 以 
(A —AD)wn = (A — zaI)us [us]! + (zn — A)wn, 
ICA — AD)wall < IFI us + len — M +0 (n— 00), — (4410) 
t BI (A- AI)u, 一? 0. 所 以 {wn} EAT A 对 应 于 入 的 Weyl 序列 , 因此 A € W (A). 
(3) BE o6ss(4) = W(A), 且 设 C\W(A) = Uc. 其 中 c; 是 连通 的 开 集 . 3v 


wl 


C, n p(A) = e, M) Ci; C ofA). 从 而 Cin Cess (A) z Ø, HIE, 所 以 , 对 于 所 有 的 
C, n p(A) z e, 即 每 一 个 连通 分 支 都 含有 p(4) 的 点 . 

RZ.GXPC;np(A) * 29, MAA C\W(A) C CMo,,(A(0K 表示 集合 K 的 边 
Ht).  U, C, = Cos (A) MFI i, C; c Č, 则 C; 包含 p(4) 的 点 , 但 是 , C; 
包含 int Cess (A), iW int Tess A) = Ø, BY oes5(A) = W(A). 口 
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本 章 研究 定义 在 复 的 可 分 Hilbert 空间 上 的 一 类 无 界 C- 对 称 算 子 和 CARS 
F, Bl J- 对 称 算 子 和 CARAT. CRE PRR X 是 复 的 可 分 Hilbert 空间 ， 
T € L(X) 是 定义 在 X 上 的 线性 算 子 , T 不 一 定 是 有 界 的 , AT Æ X EA 
线性 算 子 , 即 DT) = X. ATARE, 特 引 入 以 下 记号 , 用 R,(T) = ROI — T) 
表示 算 子 M -T 的 值 域 , 用 MT) = Ker(A7 - T) ERAT AM -T 的 零 空 间 , 或 
称 算 子 T 对 应 于 和 的 特征 子 空间 . 


5.1 J 对 称 算 子 的 亏 指数 


5.1.1 算 子 的 亏 指 数 


W X 是 复 的 可 分 Hilbert 空间 , T 是 定义 在 X 上 的 闭 稠 定 线性 算 子 , 仍然 用 
I(T), p(T) 和 oT) 表示 算 子 了 的 正则 型 域 、 正 则 集 和 谐 集 . 由 定义 3.2.1 可 知 ， 
p(T) c I(T). VA € I(T), 3K、 > 0, 使 得 对 于 任意 的 f € D(T), 


I(T — ADI > Kall fl, (5.1.1) 


而 且 (T) 是 复 平面 C 上 的 开 集 . 

定理 5.1.1. Ut X 是 复 的 可 分 Hilbert 空间 , T 是 定义 在 X 上 的 闭 稠 定 线性 
算 子 , 则 

(1) Ae I(T) 的 充 要 条 件 是 (M-T) H3, 且 (M-T) « ky" (但 不 一 定 
是 有 界 算 子 ); 

(2) 车 工 是 对 称 算 子 (Hermite $F), 则 CAR CHT); 

(3) 车 工 是 等 距 的 , W C\{AeC IJl = Tc II(Z). 

WEBB (1) 必要 性 . # Aà CTT), 则 由 式 (5.1.1) 可 知 , 对 vf e D(T), (A1 - T) 
是 双 射 , 而 且 (AI — T)! < kyt, 所 以 (AT — T) wn; 

充分 性 . 若 (Ar — T) 是 双 射 , 并 且 (XT 一 T)-! AR, 则 vf e D(T), 


IAT = Tfl > MT- T) NI" WF 


选取 ky = (AI — T)-1|-1, 便 得 e I(T). 
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(2 VA —a-bi, bz 0, 以 及 f e D(T), 
AL — T)7I? = ar — T) f|? + nfl? 2 enl, 


所 以 Ee I(T) (选取 ky = b). 
(3) Æ JA zc 1, 则 对 任意 的 f € D(T), 


HAZ — 751 2 MAZI mfi = |G = 10] Ulf 


选取 Ky = |1— All, EA A e ri(T). 口 

定义 5.1.2 Wt T 是 定义 在 Hilbert 空间 X 上 的 闭 币 定 线性 算 子 , 称 空间 
ROI — T)! = RA(T)+ = X/Ry(T) = XORT) AAT T 在 入 处 的 亏 子 空间 
(deficiency subspace), 称 m(A) = dim R(AI — T)+ AAT T EA 和 处 的 亏 指数 
(deficiency index/indices). 

定理 5.1.3. WT EXE XE Hilbert 空间 X 上 的 闭 稠 定 线性 算 子 ， 则 算 子 T 
的 亏 指数 在 T) 的 每 个 连通 分 支 中 是 常数 . 特别 地 , BT 是 对 称 算 子 , WT 在 上 
下 半 平 面 的 亏 指数 都 是 常数 , 分 别 为 w+ M n. 

证 明 RAWH m(A) ET) 中 某 一 局 部 为 常数 , 即 对 于 任意 的 Ao € CT), 
Je > 0, 使 得 当 | 和 — rol < e 时 , 有 mA) = m(Ao) 即 可 . 

BQ, FQ, 是 X 上 的 投影 算 子 , 分 别 将 X 投影 到 ROI — T) 和 RoI — T) 
E. BA, Ao E I(T), $ P =I -Qy PX — I - Qv, WP 5E P, 也 是 两 个 投影 
算 子 , 将 X 分 别 投影 到 ROI — T)- 和 RO- T) 上 . 类 似 定理 3.2.12 的 证 明 ， 
适当 选取 > 0, 24 |A - Ag| < < 时 ， 


| PA — Proll < 1, 


由 定理 3.2.9 可 知 m(A) = m(Ao). 
当 了 人 是 对 称 算 子 时 , 上 下 半 平 面 分 别 为 I(T) 的 连通 分 支 , 故 在 上 下 半 平 面 其 
亏 指 数 分 别 是 常数 ny M n. 口 
4 n(A) = dim Ker(AI — T) = dim NA(T), W n(A), m(A) RAET T EA A W 
特征 (characteristic). 4$ n(A) 与 m(A) 均 为 有 限 数 , HRT 的 特征 是 有 限 的 . 


5.1.2 ” J- 对称 算 子 与 ,J- 自 伴 算 子 的 基本 概念 和 性 质 


J 对 称 算 子 是 Glazmants9 最 先 引 进 的 一 类 特殊 的 C- 对 称 算 子 , Gdindol 和 
Knowles[73] 利用 不 同 的 方法 证 明了 每 一 个 .三 对 称 算 子 都 存在 一 个 大 自 伴 扩张 . 之 
后 , 对 于 本 自 伴 扩张 的 描述 取得 了 很 大 进展 , 特别 地 ,RaceD25] 在 Zhikharl?13] 和 
Knowles"4 工作 的 基础 上 得 到 ./- 自 伴 域 的 一 般 刻 画 , 刘 景 麟 003 和 尚 在 久 [145] 又 
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分 别 从 不 同 角 度 完善 了 其 描述 . 关于 RETA .三 自 伴 算 子 的 其 他 方面 的 研究 
近 几 十 年 来 涌现 出 许多 成 果 . 
设 x 是 复 的 可 分 Hilbert 空间 , J 表示 X LEBJAt9ERC T, Bl vz,y e X, 


(Ja, Jy) = (y, z), 


而 且 具 有 如 下 性 质 : 
(1) 
J(z+y)=Jz+ Jy; (5.1.2) 
(2) 
J(Az) = ÀJz; (5.1.3) 
(3) 
Pe =x. (5.1.4) 


定义 5.14  W T BEN Hilbert 空间 X 上 的 稠 定 线性 算 子 , 若 Vx,y € 
DT), 有 


(Jz, Ty) = (Tz, y), (5.1.5) 


则 称 算 子 T 是 三 对 称 算 子 (C- 对 称 算 子 ). 
由 定义 显然 有 T 是 本 对称 算 子 的 充 要 条 件 是 


JTCT*J (TCJT*J KR ITI C T"). (5.1.6) 
定义 5.1.5 WẸ 
JT-T*J (T—JT*J, R ITI — T"), (5.1.7) 


则 称 算 子 了 是 J-HfESECT. (C- BfERCT). 

BRET JX LE-A RRS, RATA 三 自 伴 算 子 实际 上 分 别 是 
第 4 章 中 定义 的 C- 对 称 算 子 和 C- 自 伴 算 子 . 

定理 5.1.6 ”若是 定义 在 Hilbert 空间 X RARE INRA, W n(A) < 
m(A). 

证 明 设 了 是 -对称 算 子 , 则 JTJ c 7*， 对 于 任意 的 h € NT), 即 当 
(T — AI)h — 0 B, A J(T — ADJJh = 0, Bl JTJ?h — AJh = 0, Bl (JTJ — AD)Jh = 0, 
从 而 


(T* — ADJh — 0. (5.1.8) 
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5.2 .三 对 称 算 子 的 扩张 


ux 是 复 的 可 分 Hilbert 空间 , J 表示 X EBGEgUMIEET, A 是 定义 在 X 上 的 
Hi$4kg .六 对 称 线性 算 子 . SRST B 是 4 的 J- 对 称 延 拓 , 则 ACB, 而 BcJB*J. 
又 由 于 B* c 4*, 所 以 ， 


ACBCJB'JcJA'J. (5.2.1) 


因此 , A 的 .六 对 称 延 拓 是 JAJ XE D(JA*J) PENER D(A) 的 子 空间 上 的 限 
fl. 与 对 称 算 子 的 对 称 扩 张 一 样 ， 要 研究 J 对称 算 子 4 的 扩张 , 需要 研究 子 空间 
D(JA* J) 的 结构 . 为 了 便于 刻画 这 一 子 空间 , YE D(JA*J) 上 引入 内 积 


(x, y)* = (r,y) + (JA* Jx, JA* Jy), Vr,y € D(JA*J). (5.2.2) 


容易 证 明 (D(JA* J), C, -)*) 是 一 个 Hilbert 空间 . 于 是 


D(JA*T J) = D(A) 6&* D(A)*. (5.2.3) 
定理 5.2.1 4$ 4 是 定义 在 Hilbert 空间 X 上 的 闭 稠 定 Jos ERERTEBCT, 则 
D(4j+ = Ker(A* JA*J + J). (5.2.4) 


WERA Æ ye D(A)+*, W Yre D(A), (z,y)* =0, Bl 
0 = (z,y)* = (x. y) + (JA* Jz, JA* Jy) = (x,y) + (Az, JA* Jy), 
所 以 
(x, —y) = (Az, J A* Jy). 
因此 JA*Jy € D(A*), BH. A*(JA*Jy) = -y. W 
D(A)** c Ker(A*JA*J + I). 
反之 , 若 z € Ker(A*JA*J +1), W JA*Jz € D(A*). 于 是 Vr € D(A), 有 
(Az, JA* Jz) = (2, A*JA*Jz) = (x, —2), 
因此 ， 
(x, 2)" 2 (, z) + (JA* Jz, JA* Jz) = (x, z) + (Az, JA* Jz) 
— (zm, z) + (z, A*JA* Jz) = 0, 
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所 以 ， 
Jh € Nx(T*) = RÀ (T), (5.1.9) 
因此 , dim NA (T) < dim R1 (T), Bl n(A) < m(A). [1 


i FETT HAST, 即 JT = T*J, 则 上 述 证 明 也 是 可 逆 的 , 即 反 过 
来 的 不 等 式 也 成 立 , 也 即 n(A) > m(A). 所 以 , 对 本 自 伴 算 子 而 言 n(A) = mQ). 

定理 5.1.7 ”定义 在 Hilbert 空间 X 上 的 算 子 工 是 三 自 伴 算 子 的 充分 必要 条 
件 是 对 VA e I(T), 算 子 工 在 和 的 亏 指数 m(A) = 0. 

证 明 DAE KAT T 是 亲自 伴 算 子 , 即 JTJ = T". # 3A € D(T), 使 
得 m(A) z 0, WAF T Æ 本 自 伴 算 子 , 所 以 n(A) = ma), 从 而 得 n(A) 4 0, A 
A € o (T), 这 与 A e I(T) 矛盾, 因此 , VÀ € I(T), m(A) = 0. 

充分 性 . 47 VA € I(T), m(A) = 0, RA (T - AD)D(T) = X, AHR 


(T — ADT) =X, 


TH 
(JTJ —XI)D(T) = X. (5.1.10) 
E ITIAT*, WW 3f e D(T), 4888 f € D(TJT). > 
(T* — Af =h. (5.1.11) 
根据 式 (5.1.10) 可 知 , 3g € D(T), Jg € D(JTJ) c D(T*), 使 得 
(JTJ — AI)Jg =h. (5.1.12) 
又 由 于 了 是 J- 对 称 算 子 , 所 以 式 (5.1.12) 可 表示 为 
(T* — AI)Jg =h. (5.1.13) 
根据 式 (5.1.11) 和 式 (5.1.13) 得 
(T* — XI)(Jg — f) — 0. (5.1.14) 


由 N(T* — AI) = R(T — AD) 知 , n(A) = m(A) = 0, 因而 式 (5.1.14) 成 立 的 充 要 条 
件 是 Jg -了 = 0. 所 以 Jg =f, FE (这 是 因为 /ge DUTI), ii Jg € D(JTJ)). 故 
JTJ = T*, Bl T Æ IBS. 口 
推论 5.1.8 BAST 是 定义 在 Hilbert 空间 X 上 的 .大 自 伴 算 子 , 则 o. (T) = 
e. 
推论 5.1.9 BEST 是 定义 在 Hilbert 空间 Xx 上 的 ARES, WAF T 
的 正则 域 和 正则 型 域 相 同 , BY p(T’) = (T). 
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从 而 z € D(A)+*, BA Ker(A*JA*J +I) c D(A)+*. o 

定义 5.2.2 E D(JA*J) 上 引入 双 线 性 型 符号 (.,)， 对 于 任意 的 zy € 
D(JA*J), 

(x,y) = (zx, A* Jy) — (y, A* Jz). (5.2.5) 

显然 , (z,y) 是 DUAJ) 上 的 一 个 双 线 性 泛 函 , 而 且 满足 

(1) (y)--(wz) Vry€D(A; 

(2) Va € D(A), (z, £} = 0; 

(3) A 是 J- 对 称 算 子 © (x,y) =0, Yz, y € D(A). 

引 理 5.2.3 BA 是 定义 在 Hilbert 空间 X LOA IMKAT, 则 ze 
D(A) 的 充 要 条 件 是 ze D(JA*J), B Vy € D(JA*J), 都 有 (m, y) = 0. 

证 明 ”必要 性 . Vy € D(JA* J), 有 


(x,y) ^ (z, A* Jy) - (y, A*Jz) 2 (Az, Jy) -(JA* Jz, Jy) 2 (Az, Jy) - (Az, Jy) 20. 
充分 性 . W ze D(JA*J), H (z,y) = 0 对 任意 的 y € D(JA* J) 都 成 立 , 则 
(x, A* Jy) = (y, A*Jz) = (JA* Jz, Jy), 


所 以 , z € D(A**) = D(4)( 这 是 因为 4 是 闭 算 子 ), H Av = A**z —JA* Ja, 从 而 A 
是 本 对 称 算 子 . 口 
定理 5.2.4 RAF B 是 Hilbert 空间 X 上 闭 稠 定 三 对 称 算 子 4 的 扩张 ， 
满足 
ACBCJA', (5.2.6) 
则 存在 唯一 的 子 空间 K C Ker(A*JA*J + D), 使 得 
D(B) = D(A) @* K. (5.2.7) 
证 了 明 记 
K = {z € Ker(A'JA*J + I) | Ja € D(B), 3y € D(A), 使 得 z=y+z}. (5.2.8) 


容易 验证 , K 是 DUAJ) 的 一 个 子 空间 , 并 且 D(A) e* K C D(B). 
另外 , Yz € D(B) c D(JAÆA J), WED z = zi + 22, H+, zı € D(A), 
22 € Ker(A*JA*J +I), 由 此 可 知 za € K, 所 以 ， 


D(B) c D(A) @* K. (5.2.9) 


从 而 式 (5.2.7) 成 立 , FFA Bz = Ax, + JA* I 2x9. 口 
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定义 5.2.5 ” 设 子 空 间 K C Ker(A*JA*J +I), 称 
K* = {u € Ker(A* JA*J + D|(u,v) 20, ve K} (5.2.10) 


为 子 空间 K 的 本 共 轿 子 空间 . 若 KcCK' ER K 为 大 对 称 的 ; 车 K = K*, 则 称 
K 为 大 自 伴 的 . 

定理 5.2.6 WES B 是 本 对称 算 子 4 的 本 对 称 扩 张 , WE AC BC JA*J 
和 D(B) = D(A) e* K, Wl 

(1) B 是 J 对称 算 子 的 充 要 条 件 是 KK 是 本 对 称 的 ; 

(2) B 是 三 自 伴 算 子 的 充 要 条 件 是 K 是 J- 自 伴 的 . 

证 明 — (1) 必要 性 . FF B 是 三 对 称 算 子 , 则 对 Yu,v € K C D(B), (u,v) = 0, 
所 以 Kc K*, 即 KK 是 十 对称 的 . 

充分 性 . A K 是 本 对 称 的 , 即 K C K*, 则 对 Ve +u,y+ue D(B), 有 


(x +u,y v) = (x,y) + (z,v) + (u, y) + (u,v) = 0, 


其 中 , z,y € D(B), u,v € K. 所 以 B 是 J 对 称 算 子 . 
(2) 必要 性 . 设 B 是 丁 自 伴 算 子 , Bl B= JB*J, D(B) = D(A) e* K. AA B 
是 J- 对 称 算 子 , 所 以 K c K*, 而 且 对 We K* 有 


(u,v) 20, uc K. 
对 于 任意 的 ze D(A), +u € D(B), 根据 引 理 5.2.3 可 得 
(x -- u, v) — 0, 
即 
(z +u, A*Jv) = (v, A* J(z +u)) = (TA J(z + u), Jv) = (B(z + u), Jv). 


这 说 明 Jv € D(B*), H B*Jv = A* Jv, 所 以 ve D(JB*J) = D(B) = D(A) @" K, 
MEH, ve K, KookK*. 

充分 性 . dj K 是 J-EL EN, 则 K 也 是 JOR, 所 以 , B 是 4 的 三 对 称 扩 
张 . 往 证 B 是 J- BfESE-T, 只 需 证 明 D(JB*J) c D(B) BIT. 

WzeD(JB'J)C D(JA*J), id z = ya v, HH, y € D(A), v € Ker(A*JA* J4- 
D. AA yz € D(B*), 所 以 对 于 任意 的 x 十 ue D(B), 其 中 , ce D(A), ue Kk, i 


(B(x +u), Jz) = (x +u, B*Jz). 


又 由 于 B 是 本 对 称 的 , 故 
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(B(x + u), Jz) - (JB' I (a + u), Jz) = (JA'J(z + u), Jz) 


— (z, A* J(z + u)). (5.2.11) 
另外 , 又 由 
(z + u, B'Jz) - (JB*Jz, J(z + u)) = (JA* Jz, J(x + u)) 
=(z +u, A*Jz), (5.2.12) 
以 及 式 (5.2.11) 得 


(z, zx +u) = (z, A'J(z - u)) — (z + u, A*Jz) — 0, 


即 对 于 任意 的 z+veD(B)， 
(y - v, z 4 u) — 0, 


其 中 , ze D(A), ue K. 由 此 得 
(u, v) = 0, 


所 以 ve K* = K, Al z=y+v€ D(B). 口 

这 样 , 研究 7- 对 称 算 子 4 的 扩张 B 的 三 对 称 性 和 J- AEE, 只 需 研究 其 相 
应 子 空间 K 的 本 对称 性 和 十 自 伴 性 即 可 . 

定理 5.2.7.  Ó Hilbert 空间 X LACE .三 对 称 算 子 都 有 J- 自 伴 扩 张 . 

证 明 ”根据 定理 5.2.6 可 知 , 只 需 证 明 对 于 任何 J- 对 称 算 子 4 的 Ker(A*JA*J+ 
D) 中 都 存在 I-A TSI K. 

任 取 z € Ker(A*JA*J + I), & Ko = span{z}, AW (2,2) = 0, 所 以 Ko 是 
三 对 称 的 . 考虑 Ker(A*JA* J +1) 中 所 有 包含 Ko 的 J- 对 称 子 空间 按 包 含 关系 组 
成 的 半 序 集合 , 显然 它 的 任 一 个 全 序 子 集 都 有 极 大 元 , 由 Zorn 引 理 得 此 半 序 集合 
有 最 大 元 K (Ko C K C Ker(A*JA*J + 3). 

下 证 K 是 J- E fERS. 若 不 然 , 设 zo e K*\K, > 


Kk’ = K &* span(zo). 
对 于 任意 的 zl + azo, 22 + Bao € K', 其 中 , 21,22 € K, A 
(£1 + azo, £2 + Bx) = (21,22) + (xo, 22) + B(z1, xo) + o/D(xo, xo) = 0, 


所 以 , K' 是 J- 对 称 的 , SK 是 最 大 元 矛盾 , 故 K 是 JAER. 口 
根据 定理 5.2.7 可 知 , 与 对 称 算 子 不 同 的 是 任何 三 对 称 算 子 都 有 十 自 伴 扩 张 . 
如 何 来 刻画 三 对 称 算 子 的 J- 自 伴 扩张 , 首先 需要 清楚 子 空间 D(JA* J) 的 结构 . 
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定理 5.2.8 W 4 是 Hilbert 空间 EARE 对称 算 子 , (A) # 9, Vào € 
H(4), 设 4 是 4 的 二 自 伴 扩张 , 而 且 满 足 Ao € (A), 则 
D(JA* J) = D(A) e (A! — AoI) 1 Ny, 6 JNx,, (5.2.13) 
其 中 
Ny, = {x € D(A*) | (A* - HDz = 0}. (5.2.14) 


HERA ” 先 证 明 D(A), (A’—AoI) ENa FIN), 线性 无 关 性 . 设 rty+z = 0, 其 
中 , z € D(A), y € (A - Ag) 1 Na, z € JN, H (J4*J — Aol) 作用 于 x+y+z=0 
两 边 可 得 
(JA*J — AoI)z + (JA*J — AoI)y + (JA*J — AoI)z = 0. 


由 于 4 是 J 对 称 算 子 , A 是 4 的 本 自 伴 扩张 , 所 以 , AC A! c JA*J. Wi Ao € 
II(A) n II(A^), 从 而 有 


(A — AoI)z + (A' — AoI)y + J(A* — Nol) Jz = 0. 
又 由 于 xz € JNX,, 所 以 (4* — AoT)Jz—0, BIA 
(A! — AoI)z + (A' — AoI)y = 0, 
即 
(4 — AoI)(z + y) = 0, (5.2.15) 


并 且 (A! - AoI)z = 0. 又 因为 ào € p(A’) = II(A"), 所 以 , z = 0. 
根据 式 (5.2.15) 得 


(A! — AoI)z = -(A' — AoI)y € Ny, = R(A — NID, 
而 (A — AoI)z € R(A — Aol), 所 以 
(A — Aol)z = 0. 


又 因为 ào € II(A), 故 z = 0, TÆER y = 0, 线性 无 关 性 得 证 . 
再 证 公式 (5.2.13). HF A 是 大 对 称 算 子 , A 是 A 的 J-B, 所 以 ， 
D(A) c D(JA*J), IN C D(JA*J), (A! — AoI) 1 NX, C D(A’) c D(JA*J), 因此 


D(A) @ (A! — AoI) ! Ny, 6 JNX, C D(JA*J). 


5.2 ”三 对 称 算 子 的 扩张 | 145 . 


下 证 反 包 含 关 系 . vue D(JA J), RAE u 可 以 表示 成 


u=r+y+z 


Alay, 其 中 , x € D(A), y € (A! - Ao) Ny, z € JNX,. 

由 于 4 EAR 大 对称 算 子 , 所 以 Ry, Ry 均 为 团 集 , FH Rl = M. 因而 
X= RON. 对 于 任意 的 ve X, VK v = v' +0", 其 中 we RE Ny. 
Vu € D(JA*J), Bl (JA*J — AoI)u € X, 所 以 有 分 解 


(JA* J — AgI)u sw tu”, 
其 中 , w e Ry, v" € Ny. 故 存在 ze D(A), 使 得 (A — AoI)z = u. H ào € p( A) = 
UN(A’), PR u” = (A'-AoI)y(Bll y = (A'-AoT)71u/), HF, y € D(A’) C D(JA*J), 
TÉ 
(JA* J 一 Àol)u 一 (4 一 AoI)z 十 (A’ — Aol)y, 
MACA'CJA*S, 所以， 
(J4*J — XgI)u = (JA*J — AoI)z + (JA*J — Aol )y, 
即 
(JA* J — AoI)(u — xz — y) — 0, 
J(A* — dol) J(u — x — y) — 0, 
也 就 是 J(u-z—y)e JN. $ z-u-z-y, WA u=c+yt+z, 其 中 , ze D(A), 
y € (A! — MI)! Ny, zeEJNA 口 
由 定理 5.2.8 可 知 , (A! — AgI)-? 是 一 一 映射 , 而 Nx。 的 维 数 为 mm(Xo)， 所 以 ， 
2m(Ao) = dim D(JA* J)/ D(A). 又 商 空间 D(JA* J)/D(A) 与 Ao 的 选取 无 关 , 所 以 ， 
对 VA c H(4), 均 有 
m(A) = m(Ao) = 5 dim D(A" J)/D(A). (5.2.16) 
我 们 可 以 由 此 定义 三 对 称 算 子 的 亏 指 数 . 
定义 5.2.9 若 4 是 Hilbert 空间 x EMRE JNKL, 则 称 
def(A) = d(A) = 5 dim D(JA*J)/D(A) = ; dimKer(A*JA*J--I) (5.2.17) 


为 三 对 称 算 子 4 的 亏 指数 . 
由 此 可 知 , 本 对 称 算 子 4 是 , 太 自 伴 的 当 且 仅 当 4 BS CS E 
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推论 5.2.10 REST 4 是 定义 在 Hilbert 空间 X LWA E 对称 算 子 . 车 
3Ao € II(A), 使 得 m(Ao) = 0, 则 对 VA € II(A), m(A) = 0, WA A 是 本 质 J- 自 伴 的 . 

定理 5.2.11(Race) WB 是 定义 在 空间 x LAR 本 对 称 算 子 AW J-B 
伴 延 拓 (扩张 ), d(A) < oo, 则 


dim D(JA*J)/D(B) = dim D(B)/D(A). (5.2.18) 


证 明 4 A X 本 自 伴 时 , A= B = JAJ, 结论 已 然 成 立 . 

M A 是 非 本 自 伴 时 , AC B= JB*J Cc J4*J, B 是 AME J-A. 由 于 
d(A) < oo, 不 妨 设 dim D(B)/D(A) = m, 于 是 D(B) 可 以 表示 成 D(A) @* K, 其 中 ， 
K = span(zi,22,:-- , £m} C Ker(A*JA*J + 1) Æ J- HFR. 

Vj (L< j <m), 定义 A; WF: 


D(A;) = D(A) OD” span{21, T2, Utt »2;}, 
Ajy = By, y € D(Aj), 


WW A; 是 闭 算 子 ， 又 因为 A; C Ajai, Ay A Aja, 所 以 , At z AT, H JARI D 
JAt J. 于 是 


B=JB*J = JAJ C JAJ C++» C JAJ C JAS, 
所 以 
dim D(JA* J)/D(B) > m. 


反之 , Vt dim D(JA*J)/D(B) = m', 而 D(JA*J) = D(B) @* span{y1, yz, , 
ym: 同样 定义 B; 如 下 : 


D(Bj) 一 D(B) p* span(yi, yo; tt U5}; 
Byy= JA* Jy, y € D(B;), 


则 B; BART. 由 于 B; C By ii, B; # Bj, 所 以 Br 4 Bt,,, A JB;JD JB. 
因此 


JB} I CIB iy JC CIB C JB*J =B. 


由 (JBJ)* = JB*J, (JAJ* = JA*J, 及 A, B BEART UA, JAJ 和 JBJ 
HEART. 所 以 ， 


JAJ-(JA'*—-BL,CB, .,C--CBIC B* = JBI, 
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故 
1 — dim D(JBJ)/D(JAJ) > w. 
设 {z1, 22, Ut A) c D(JBJ), RS D(JAJ) 线性 无 关 . 因为 
D(JAJ) = {u € X | Ju € D(A)) = (Jv | v D(A}, 
D(JBJ) = (Jw | w € D(B)}, 


所 以 , 对 于 Vw € D(B), Jw € D(JJBJ), 因而 w € D(A), 使 得 


i 
Jw = Jv 十 So 0523, 
j=l 


Bp 


l 
w=v+ 1 25J z;. 
j=l 


下 证 {J21, Jz2,… , Jz} BE D(A) 线性 无 关 . 若 不 然 , 存在 不 全 为 零 的 bi, bo, --- 
i 


by, 使 得 》 7 bj Jz; € D(A), Bp 


j=l 


l i 
》 Bz = » s) € D(JAJ), 
j=l j=l 
这 与 {z1,z2,… , 1} 模 D(JAJ) RELAT. 因此 
m = dim D(B)/D(A) 2 l 2 m = dim D(JA*J)/D(B), 


BILL m =m’, Bl dim D(B)/D(A) = dim D(JA*J)/D(B) = m = def(A). 


, 


口 


当 JARAT 4 的 亏 指数 是 无 穷 时 , 利用 同样 的 办 法 可 以 证 明 上 述 结论 同样 


成 立 . 


定理 5.2.12 VE A 是 定义 在 Hilbert 空间 X 上 的 闭 稠 定 J- 对 称 线性 算 子 , 并 
H m = def(A) < oo, D(A) cDcD(y4*J), 则 万 是 4 的 某 个 三 自 伴 扩张 算 子 的 


定义 域 的 充 要 条 件 是 存在 {11,22 ,zm}, 使 得 
(1) (21,22, ::- 2$) 模 D(A) 线性 无 关 ; 
(2) (£j ze) = 0, j,k =1,2,-++,m; 
(3) D = (zc D(JA*J)(z, z;) 2-0, j =1,2,---,m}. 
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证 明 ”必要 性 . 设 D 是 J 对称 算 子 4 的 三 自 伴 延 拓 算 子 B 的 定义 域 , WE 
在 J- PEN K C Ker(A*JA*J 4 I), 使 得 


D-D(A)e* K. 


根据 定理 5.2.11 知 dim K =m. 1€ (z1,22,---,z4) Æ K 的 基 , 则 可 得 条 件 
(1) 成 立 ; 条 件 (2) 由 K 的 本 自 伴 性 可 得 ; 而 且 


yeEDey=ytye, yı € D(A), yo — X ois; ek (5.2.19) 
j=l 
Sy=ytye, yı € D(A), (y2,2;)=0, 7 =1,2,---,m (5.2.20) 


eye {x € D(JA* J) | (z,2;) 20, j212,-,m). (5.2.21) 


充分 性 . Wr; (7 = 1,2,---,m) 在 (D(JA'J),(,-)*) 中 的 直 和 分 解 是 r, = 
ajo + Zj, HP, zj € D(A). 由 条 件 (1) All, (21,22, a5) 线性 无 关 . $ K = 
span(zi,25,-- Im}. 由 条 件 (2) 可 得 K 是 大 对 称 的 . 由 于 K 总 可 以 扩张 成 一 个 
上 三 自 伴 子 空间 Ky, 所 以 dim K; > dim K = m = def(A). # D(A) @* Ki 是 4 的 某 
一 个 也 自 伴 延 拓 的 定义 域 , 则 应 有 


def(A) = dim(D(A) @* K1)/D(A) = dim Ki, 
BrUL K = Ki, Bl. K 是 十 自 伴 的 , 而且 
D(A) @* K = (e D(JA*J) | (z, dj) =0, j=1,2,..,m}. 
所 以 D Æ 本 对称 算 子 4 的 某 本 自 伴 延 拓 算 子 B 的 定义 域 , 即 By = Ay -JA* Jy», 
H, y = yi +yz, yı € D(A), y € K C Ker(A*JA*J 4- I). o 
5.3 /对 称 微分 算 子 的 三 自 伴 扩张 


利用 5.2 节 的 结论 , 给 出 二 阶 和 高 阶 J- 对 称 微 分 算 子 的 三 自 伴 扩张 的 描述 . 本 
节 将 考虑 (0,00) 上 复 系数 的 n Ur (n = 2r > 2)J- 对 称 微分 算式 


EET 
?一 六 


Uy) = 》 7-2 (px(z) (9)? (5.3.1) 

大 一 0 
在 L?[0,00) 上 所 生成 的 J 对称 算 子 的 亏 指数 以 及 IAP RAB, 其 中 ， 系数 
pila) 是 定义 在 区 间 [0, oo) 上 的 复 值 函 数 , 并 且 至 少 具有 直到 k MSX, polr), 
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pi(z), prila) pz (£) 在 区 间 [0, 00) 的 任何 紧 子 集 上 Lebesgue 可 积 . 称 


Hy) = So (-1)* (px (2) 9)09 (5.3.2) 
k=0 
为 微分 算式 (5.3.1) HERE. 
4 Du 表示 L?[0,oo) 内 满足 下 述 性 质 的 函数 所 组 成 的 线性 流 形 : 
(1) yz) 在 [0, oo) 的 任何 紧 子 集 上 绝对 连续 ; 
(2) (y) =y" € L?[0, oo), 其 中 , yh 表示 y 的 拟 导 数 ， 


y" = 400, k=0,1,---,r—1, 
y"! = py, (5.3.3) 
yl tH] = p, uy 079 — (yF^*-My, pode r. 


BK Dy AK (5.3.1) 的 最 大 算 子 域 , 相应 地 式 (5.3.1) 以 Dy 为 定义 域 所 生成 的 算 
TEA Lm, RAR (5.3.1) 所 生成 的 最 大 算 子 . 以 Ds 表示 Dy 满足 如 下 条 件 的 子 
R: y € Dm, FH y 在 [0, co) 的 某 紧 子 集 外 为 0. 式 (5.3.1) 以 D4 为 定义 域 所 生 
成 的 算 子 记 为 Lo, 容易 证 明 Di 在 L0, oo) 中 是 稠密 的 , 而 且 Lp 是 大 对称 的 . 用 
Lo 表示 Ly WAE, Bl Lo = Lb, Do 表示 Lo 的 定义 域 , 容易 验证 Lo 是 LIO, co) 
PAN Ata RE 本 对 称 算 子 , Lo RAR (5.3.1) 所 生成 的 最 小 算 子 . 

同样 , 可 以 定义 由 式 (5.3.2) 生成 的 最 大 算 子 L 和 最 大 算 子 域 D, UR 
E 和 对 称 最 小 算 子 Lt 和 最 小 算 子 域 Dj. 

容易 验证 , Do 的 解析 描述 为 


Do 一 f € Du | ly, z](0) 一 jim ly, 2] (0) = ly, 2] (00) =0, Wee Duc} ; (5.3.4) 


其 中 py, z](z) 是 关于 Uy) 的 Langrange 双 线 性 型 , 满足 


f l(y)z dz 一 | yl(z) dz = [y, zl. (5.3.5) 
0 [uU 
而 且 容 易 验证 如 下 关系 式 : 

Lo=Ly, (Lj) —Lw, LoCJLuJ, Lt CJLhJ (5.3.6) 


采用 类 似 定理 3.1.21 的 证 明 同 样 可 以 得 到 , [0, cc) 上 复 系数 的 n 阶 (n= 2r > 
It1(y) = —y 线性 独立 解 个 数 的 一 半 , 满足 + < m < Or = 0129, 
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BE ques Pm Pmt pm+2 Pm 是 方程 My) = -y 的 一 组 属于 
L?|0, 00) 的 线性 独立 解 , 满足 pj, lp) € L?[0,00), 7 = 1,2,:… ,2m. 

定理 5.3.1043 YF [0,00) 上 复 系数 的 n Er (n= 2r > 2)J- 对 称 微分 算式 
(5.3.1), 由 iy) 生成 的 最 小 算 子 Lo EMRE -对 称 算 子 , 设 其 亏 指数 m =n = 2r. 
WR M,N 是 ”xm FER, 满足 条 件 : 

(1) rank(M @® N) =n, 

(2) NJN* + MQ-1(0)M: — 0, 
WW D, 内 由 边 条 件 


y(0) [y, 1] (o0) 
M v0) EM [y, palloo) 
yn 9 (0) [y, e] (c0) 


所 界定 的 线性 流 形 D(L) A Lo 所 生成 的 大 自 伴 算 子 工 的 大 自 伴 域 , 即 
Ly=ly), y€D(L) 

是 一 个 三 自 伴 微 分 算 子 , 其 中 , ERE J RI Q(x) 同 定理 3.1.21 中 类 似 , 是 由 本 对 称 
微分 算式 (5.3.1) 所 确 定 的 矩阵 和 契合 矩阵 , 反之 , 任何 由 Lo 所 生成 的 J- BIETET 
LI 7- 自 伴 域 都 具有 上 述 形式 . 

定理 5.3.21] 对 于 [ab] 上 复 系数 的 n Bt (n = 2r > 2)J- 对 称 微分 算式 
(5.3.1), 由 (y) 生成 的 最 小 算 子 Lo BAPE 本 对称 算 子 , WR M,N Æ nxn 
阵 , 满足 条 件 : 

(1) rank(M 6 N) =n, 

(2) NE,N* + ME,M* — 0, 
则 Dy, 内 由 边 条 件 


y(a) y(b) 
m| 79 |n| 90 (5.3.7) 
yor) (a) yon (b) 


所 界定 的 线性 流 形 D(L) 为 Lo 所 生成 的 J- 自 伴 算 子 工 的 J- B fex, 即 
Ly-i(y, y€ D(L) 
是 一 个 三 自 伴 微分 算 子 , 其 中 矩阵 E, 和 E, 同 定理 3.1.21 中 类 似 , 是 由 了- 对称 微 


分 算式 (5.3.1) 所 确定 的 契合 矩阵 , E, =Q (a), E = Q@-1(b). RL, 任何 由 Lo 所 
生成 的 J- E EESET. L 的 .三 自 伴 域 都 具有 上 述 形式 . 
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推论 5.3.3025 ”对 于 [0,00) 上 复 系数 的 2 阶 本 对称 微 分 算式 
L(y) = —(p(a)y’)’ + a(z)y, (5.3.8) 


其 中 p(z) q(x) 是 定义 在 [0, oo) 上 的 复 值 函数 , H. p(s), (x) 在 [0, co) 的 任何 紧 
子 集 上 Lebesgue 可 积 . 由 !(y) 生成 的 最 小 算 子 Lo 是 闭 稠 定 J 对称 算 子 , 其 亏 指 
数 m 满足 1< m3, Bl m—1zkX m-2. 

1) 24 m = 工时 ,三 对 称 微分 算式 (5.3.8) 称 为 极限 点 型 的 (limit point), 此 时 
Du 内 由 边 条 件 


cosa: y(0) +sina y'(0) — 0 (5.3.9) 
所 界定 的 线性 流 形 D(L) A Lo 所 生成 的 大 自 伴 算 子 工 的 三 自 伴 域 , 即 
Ly= i(y), ye D(L) (5.3.10) 


是 一 个 三 自 伴 微分 算 子 . 反之 , 任何 由 Lo 所 生成 的 J-BfESECT. L 的 三 自 伴 域 都 
具有 上 述 形式 . 

2) 34 m = 2 时 , 对 称 微分 算式 (5.3.8) KARA A (limit circle), WR M,N 
是 2 x 2 ERE, 满足 条 件 

(1) rank(M 6 N) — 2, 

(2) NJN* + MQ-(0)M* — 0, 


其 中 了 = Q-1(0) = ( : " ) 则 Du 内 由 边 条 件 


«( (0) ) -( ly. 1] (oo) -o 
»(0)y'(0) [y. ez] (oo) 
所 界定 的 线性 流 形 D(L) 为 Lo 所 生成 的 三 自 伴 算 子 工 的 工 自 伴 域 , 即 
Ly = Lly), ye D(L) 
是 一 个 大 自 伴 微分 算 子 . 反之 , 由 Lo 所 生成 的 任何 J-BTESCE LH 三 自 伴 域 都 
具有 上 述 形式 . 
5.4 J- 对 称 算 子 .三 自 伴 扩张 的 谱 


WET A 是 定义 在 Hilbert 空间 X 上 的 闭 稠 定 三 对 称 算 子 . 根据 5.3 节 的 结论 
可 知 , Æ def( A) < oo, 则 A 存在 本 自 伴 扩张 B. B 是 J-BIESRCT, 并 有 o (B) = e. 
由 3.2 节 的 结论 有 如 下 命题 . 
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命题 5.4.1 Hilbert 空间 X 上 的 任何 -对 称 线性 算 子 4 的 正则 型 域 是 开 集 . 
id Hilbert 空间 X 上 的 任何 7- 对 称 线性 算 子 4 的 谱 核 为 ck(4), 即 


ok(4) = CMI(A), (5.4.1) 


则 

(1) El p(A) c (A), 故 or(4) c o(4), 即 谱 核 是 谱 的 一 部 分 , 一 般 地 , ok(4) z 
a(A); 

(2) 34 A 是 J-BRE TI, 由 于 o,(A) = 2, 所 以 , p(A) = (A) 且 o(A) = 
ox(A), 即 对 J- ELEESE- TE, 正则 域 与 正则 型 域 是 相同 的 , 谱 核 与 谱 是 重合 的 ; 

(3) 由 谱 核 的 定义 可 知 , 对 于 JO ESRCT A, 4 的 所 有 特征 值 均 属 于 A 的 谱 
核 , 即 o, (A) C ck(4), 而 使 (4 — A)? 存在 且 无 界 的 点 A 也 属于 A 的 谱 核 , 称 为 
谱 核 的 连续 部 分 , 即 A 的 连续 谱 也 属于 谱 核 , 所 以 ck(4) 中 的 点 分 为 两 类 , BAR 
于 点 谱 , 要 么 属于 连续 谱 ; 

(4) E Al 是 对称 算 子 4 的 三 对 称 扩张 , 则 由 正则 型 域 I(4) 的 定义 可 知 ， 
II(A) > II(A^, 从 而 ox(4') 2 ox(A). 所 以 , A’ 的 谱 核 的 每 一 部 分 都 包含 4 的 谱 核 
的 相应 部 分 ; 

(5) E Al 是 J 对称 算 子 A 的 J- BEES SK, JU] oj (A) C oar(4’) = o(A). 

定理 5.4.2 ”对 于 Hilbert 空间 X 上 具有 有 限 亏 指数 的 稠 定 -对 称 算 子 A, € 
的 ,三 对 称 扩 张 不 改变 它 的 连续 谱 ; 对 于 有 有 限 亏 指数 的 闭 稠 定 本 对称 算 子 A, € 
的 所 有 十 自 伴 扩张 具有 相同 的 连续 谱 . 

证 明 — A! 是 J 了- 对 称 算 子 4 的 对称 扩 张 , 则 D(A’) 5 D(A), D(A)/D(A) 
是 有 限 维 的 , 而 且 (A! — AD)D(A)/(A — AD)D(A) 也 是 有 限 维 的 , 所 以 , (A' -AN 
与 (4 — AD-! 同时 有 界 , 或 同时 无 界 (有 限 维 空间 上 的 算 子 一 定 是 有 界 算 子 ). 故 
A 与 A 的 连续 谱 是 相同 的 , 即 oe(4') = ce(4). 由 上 面 证 明 也 可 证 得 后 一 结论 0 

定理 5.4.3 设 4 是 .三 对 称 算 子 , 其 亏 指数 def(4) =m < oo, A Æ A I] J-B 
伴 扩张 , 则 op(A) C o CA"), 且 其 每 个 特征 值 的 重 数 增加 不 超过 m. 特别 地 , 新 的 特 
征 值 的 重 数 不 大 于 m. 

WEBB (1) 先 证 e, (A) C o, (A). 

车 4 是 4 的 .三 自 伴 扩张 , 即 A c A’, 则 对 任意 的 € o, (A), 存在 不 为 零 的 
z € D(A), 使 得 


(A — A)r = 0. 
ACA’, MU ze D(A’), H 


(4 — AD)z = 0. 
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故 
A € ay (A). 


(2) RA BAM J-B PE IK, \ ERT 4 的 p 重 特征 值 . 用 p + 9 表示 算 子 
A’ 的 特征 值 重 数 , 并 设 g > m, 则 存在 关于 和 的 p +g 个 线性 无 关 的 特征 函数 


TX1;T2, Ep, Ep+1,`'* »Lp4gq, 


使 得 当 大 = 1,2,… ,p 时 , zk € D(A). 由 定理 5.2.11 All D(A’) D(A) 的 维 数 等 于 
m, X qm, 故 存在 不 全 为 零 的 q 个 数 Q1, 02,777 O89, 使 得 


O1Zp41 + aa27Zp+2 +++: Aglp+q € D(A), 
但 是 函数 
T 三 QTptl 十 Q2Xp+2 十 … Aglpig 


是 算 子 对 应 于 A 的 特征 向 量 , 它们 与 z1, zz,.… ,zp 线性 无 关 , 这 与 算 子 4 的 特征 
值 和 的 重 数 为 p 矛盾 . 
(3) 假设 新 的 特征 值 A 的 重 数 大 于 m, 则 存在 不 为 零 的 x e D(A), 使 得 


(A’— Az = 0. 


于 是 , 对 应 于 六 BDA m+ 个 线性 无 关 的 特征 函数 £1, 22, ,zmti. 因此 , > 可 
用 zu zz, …，zm+l 线性 表示 . 这 与 dim D(A')/D(A) = m 2FJ&, 故 新 的 特征 值 的 
重 数 不 大 于 m. 口 

定理 5.4.4 上 共有 有 限 亏 指数 的 J 对称 算 子 4 的 二 自 伴 扩张 A 与 4 有 相 
同 的 本 质谱 . 

证 明 ”由 定理 5.4.3 可 推出 J- 自 伴 扩 张 后 其 无 穷 维特 征 值 没有 改变 , 再 根据 
定理 5.4.2 就 可 得 4 与 4 有 相同 的 本 质谱 , 即 o. (A) = o. (A). 口 

定理 5.4.5 ”对 具有 有 限 亏 指数 的 JRE A 的 任何 三 自 伴 扩张 A, 新 
增 的 特征 值 Me o, (A Nos (A), 都 有 As o, (A). 

证 明 ”对 任意 的 € p(A'), WE AEA), BH p(4') c H(AP), 故 


okl A’) C ofA’). (5.4.2) 


W A e 0(A’), WAS (A' — AD)-! 存在 且 有 界 . XA 为 SF, 所 以 ， 
(A' — Ar) 1 的 定义 域 为 全 空间 , 即 


R(A' — A) = X, 
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因此 ， 
A € p(A’). 
即 
II(A") c p(A’), 
并 且 


a(A’) C ex(A'). (5.4.3) 


由 式 (5.4.2) 和 式 (5.4.3) 得 opl A’) C o(A’). 
因为 

ok(4) Co(A) = op(A) Uo.(A) U e, (A), 

MA’ Jy J- BEESET, ok(4') = 0(A’), o, (A') = ©, 所 以 
on(A’) = o( A’) = ao, (A) Uoc (4^). 
由 谱 核 的 定义 容易 得 到 
ok(A') = ox(A). 
根据 定理 5.4.3 有 op(4) = os (A), 又 由 定理 5.4.2 的 证 明 可 以 看 出 o. (A4) = oc (A). 
所 以 ， 
o(A’) = oX(A') C ex(A) Uo(A). 


综 上 所 述 , 本 自 伴 扩张 后 新 增 的 特征 值 属于 原来 J- 对 称 算 子 4 的 剩余 谱 . 口 


5.5 ”十 自 伴 微 分 算 子 的 谱 


5.5.1 ”历史 背景 


.三 自 伴 微分 算 子 的 谱 理论 的 研究 , 始 于 人 们 对 耗 散 问题 和 具有 复 势 能 的 Schró- 
dinger 问题 的 研究 .Simesil49 首先 利用 Weyl[204 的 方法 研究 了 复 系 数 Sturm- 
Liouville 问题 , 得 到 了 类 似 实 系数 Sturm-Liouville 问题 的 结论 . 这 是 微分 算 子 理 
论 产 生 以 来 , 第 一 位 数学 家 对 复 系数 非 自 伴 (J-B) 微分 算 子 的 谱 作 了 较为 系统 
的 研究 . 其 后 , 前 苏联 数学 家 Lidskiil91~93] ,Levitanl83l, 英国 数学 家 McLeodl117,118] 
等 , 在 不 同 程度 上 进行 了 研究 , 给 出 了 .三 自 伴 微分 算 子 的 谱 的 离散 性 ( 预 解 算 子 的 
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全 连续 性 ) 的 一 些 结论 , 同时 得 到 了 二 自 伴 微分 算 子 的 谱 分 析 和 特征 理论 . 进入 20 
世纪 80 年 代 , Race 不 仅 研究 了 本 对称 微分 算 子 的 本 自 伴 扩张 问题 和 亏 指数 问题 ， 
而 且 利用 多 种 方法 对 二 阶 和 高 阶 本 自 伴 微分 算 子 的 谱 分 析 和 特征 理论 作 了 较为 全 
面 的 研究 , 也 可 以 称 为 是 在 历史 上 第 二 位 全 面 研究 J- 对 称 微分 算 子 的 数学 工作 者 . 
日 本 的 Kamimurale", 法 国 的 下 leckinger!4l , 英国 的 Edmunds 和 Evans[20 等 数学 
工作 者 也 在 不 同 程度 上 进行 了 较为 深入 的 研究 . 

J- 自 伴 微分 算 子 的 谱 理 论 的 研究 , 方法 上 类 似 于 自 伴 微 分 算 子 的 谱 理论 的 研 
究 , 采用 算 子 方法 、 分 析 方法 、 预 解 算 子 方法 以 及 直 和 分 解 、 算 子 方法 和 分 析 方 法 
结合 使 用 等 . 

分 析 方 法 是 根据 解析 函数 理论 , 通过 分 析 预 解 式 , 函数 和 常 微分 方程 解 的 渐 近 
性 质 来 判断 微分 算 子 谱 的 性 质 . 这 方面 工作 以 Titchmarshl160,1623] 和 Levitan!®4 为 
代表 , 在 他 们 的 经 典 著作 中 , 可 以 看 到 , 这 种 硬 分 析 的 方法 在 谱 的 定性 分 析 中 所 表 
现 出 的 高 度 技巧 性 和 工作 的 艰巨 性 . 即使 对 于 高 阶 的 微分 算 子 , 分 析 方 法 也 是 很 奏 
效 的 , 20 世纪 四 、 五 十 年 代 , 苏联 的 数学 家 Naimark, Glazman, Lidskii 和 Levitan 
等 , 采用 分 析 方 法 得 到 了 许多 令 人 振奋 的 结论 59124159, 大 大 地 推动 了 微分 算 子 谱 
理论 研究 的 迅速 发 展 , 尤其 是 在 高 阶 微分 算 子 领域 里 , 谱 理 论 研 究 成 果 大 量 涌现 出 
来 , 这 些 成 果 不 仅 使 数学 工作 者 感到 兴奋 , 而 且 应 用 到 现代 物理 学 中 也 令 物 理工 作 
者 深 感 兴趣 . 

用 算 子 理论 的 方法 作 微分 算 子 谱 的 定性 分 析 , 是 近 几 十 年 来 广泛 采用 的 方法 ， 
它 在 某 种 程度 上 接近 于 数学 物理 中 的 直接 方法 09, 因此 也 称 为 微分 算 子 谱 的 定性 分 
析 的 直接 方法 . 在 Naimark, Glazman, Müller-Pfeiffer, Edmunds 与 Evans, Eastham 
与 Kaf 关于 微分 算 子 谱 分 析 的 专著 里 , 使 用 的 都 是 线性 算 子 的 方法 [7,18,20,59,122,124]. 
这 种 方法 的 理论 基础 是 Hilbert 空间 中 闭 线 性 算 子 的 谱 理论 和 关于 全 连续 摄 动 理 
16765204. 其 主要 出 发 点 有 两 个 , 一 是 分 解 的 方法 , 另 一 是 二 次 型 比较 的 方法 . 这 
些 目前 为 人 熟知 的 方法 是 近 几 十 年 来 由 Courant, Rellich, Friedrichs 和 Glazman 创 
立 并 逐步 完善 起 来 的 . 

近 几 十 年 来 , 人 们 有 效 地 利用 上 述 几 种 方法 研究 了 微分 算 子 的 谱 , 对 某 些微 分 
算 子 的 谱 作 了 定性 和 定量 的 研究 , 获得 了 特别 精细 而 且 丰 富 的 结论 159. 这 些 方 法 
也 被 广泛 地 应 用 到 非 自 伴 微分 算 子 谱 的 定性 和 定量 的 研究 中 , 使 得 研究 工作 更 加 精 
Ag 092). 得 到 的 结果 也 备 受 物理 学 家 和 现代 科技 工作 者 的 关注 . 
5.5.2 ”基本 引 理 和 相关 不 等 式 

为 了 便于 研究 , 将 式 (5.3.1) 改 为 如 下 形式 : 

: (k) 


uz) = DD (las) + ibi (a)Ju (2)) 


k=0 


z € [0, oo), (5.5.1) 
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其 中 a, (x), dx (x) 是 定义 在 [0, 00) 上 的 实 函 数 , 即 式 (5.3.1) 中 的 pk(z) = akf(z) + 
ib, (x). 

以 下 根据 式 (5.5.1) 的 系数 研究 由 式 (5.5.1) 生成 的 本 自 伴 微分 算 子 的 本 质谱 
和 离散 谱 . 设 To 是 由 式 (5.5.1) 生成 的 J 对称 微分 算 子 , 类 似 式 (5.3.1) 所 定义 . 

为 了 在 5.5.3 小 节 研 究 三 自 伴 微分 算 子 的 谱 , 在 此 引入 如 下 结论 . 

引 理 5.5.1172. $1» k 0,1<p<o, 则 空间 Wi(z1,zx2) (-00 & zı < 
z2 € oo) WEERA ZTH] C*(z1,z2) P, 而 且 对 € > 0, 存在 常数 CL, 使 得 


Jull (24,22) < elu 1 rot, 09) + Cell] 22 (24,02) 


对 所 有 的 u(z) € W1(zi,z2) RE. 车 (1,22) 是 有 限 区 间 , 则 由 空间 Wi(zx1, 22) 到 
空间 C^(z1,x2) 的 嵌入 是 紧 致 的 . 

引 理 5.5.2022 $ p(x),q(x) 是 定义 在 w = [21,20] 上 的 实 值 函数 ,|w| = 
£3 — 21, p(z) 2 0, p^! (x), q(z) Æ w 上 可 积 . 4 g(x) 20 (g(x) « 0), W 


-1 
[ee ut? + alau) de> po (14 bole [5760 dr) quld 
其 中 , mo = "RES dz, u(z) € C'{x1, 252], Iuli? = f ju? dz. 在 q(x) < 0 的 情 


JE, 需 取 充分 小 的 wl, 使 得 ( [ la(z) az) ( [ p" (z) az) <1. 


证 明 X p(z) € C[zi, 22] 是 实 值 函数 并 且 在 [zi, z2] 内 有 一 个 零点 To, 根据 
Schwarz 不 等 式 得 


Po-(f l e(t a «(f ac at) (f POWO at) 
<( fr a) (f ovr a), 


不 等 式 两 边 积分 , 有 


Wal, < la ( f 579 at) ( f olor at). 


Yt u(x) = v(x) +iw(x) € C![ri, za] 是 复 值 函 数 , 并 且 在 [1,22] 内 |u(z)| BUR 
小 值 点 处 的 函数 值 记 为 wo = wo + iwo, W 


[e v0)? as <ul (f peat) (f wot at), 
[etm -wy ae < bol Cf nma) ( [ rotor at) | 
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所 以 


[i -wp az < jul ( f oro at) (f ow oP? a). 


当 q(x) > 0 时 ， 
/ (p(2)|u'? + qz)lul?) da 


-1 
> c [ro dz) lu — uoll? + pelle 
w 


-1 
Er e (It, [576 a). ro De + + li 


选取 6? = lou. f p^ (z) dz, 并 应 用 不 等 式 
lull? < (1+ 6-2) Ju — uoll2 + (1 + ô) lluoll?, 


立 得 结论 . 当 gq(z) « 0 时 , 考虑 jul) 取 最 大 值 点 处 的 函数 值 记 为 wo = vo -- iwo， 
利用 同样 的 方法 可 以 得 到 结论 . 定理 得 证 . 口 
当 g(x) 在 [xz1,z2] 上 变 号 时 , 利用 以 上 结论 及 相同 方法 可 得 如 下 结论 . 
设 p(z) qla) 是 定义 在 w = [21,22] 上 的 实 值 函 数 [wl = za — zı , p(x) > 0, 
p(x), q*(z) = max{0,g(z)}, q(x) = min(0,q(z)) 在 w = [zi1,z2] 上 可 积 . $ 


mola) = m f q(z) dz, pu(q-) = ay f q^ (z) dz, n. (^) = m n gt (2) dz, 则 对 
u(x) € Cl[ri, x2] 有 
J (pluP + alu?) dz 


pold) + 4holuo(q-)uo(q*) / p^! (z) dz 
> La lul. 
(: €) (07) f oa) az) ( + 3n. (0*) f pa) az) 
如 果 p(x) = h = const, q(z) = —s(z), 则 上 面 不 等 式 可 表示 为 如 下 形式 : 
2 m2 mo 十 4h M wl? uu (s-)uo(s*) 2 
|[ «ent daf el c miS e a e 


5.5.3 HRA J- 对 称 微分 算 子 及 其 相关 摄 动 的 本 质谱 


本 小 节 利 用 分 析 和 算 子 的 方法 研究 常 系数 本 对称 微分 算 子 及 其 相关 摄 动 的 本 
质谱 的 存在 区 域 . 
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定理 5.5.3 ”在 式 (5.5.1) 中 , FARR au(x), b. (x) 都 是 常数 , 即 a(z) = ak, 
bel) = by, E an,bn > 0, WER (5.5.1) 生成 的 算 子 T 是 三 对 称 算 子 ， 其 任何 
J- 自 伴 扩张 的 本 质谱 相同 , 而 且 


e(T)) C A= {A= a+ ib | |a € [A1,o0), b € [Az,o0)) C C, (5.5.2) 
其 中 ， 
— i; 2k — 。 2k 
Ay = od, Da aes , Ag= Jib, Da bes (5.5.3) 


证 明 ”由 Racel!25.128] 知 , To 具有 J 本 自 伴 扩张 , 而 且 所 有 .三 自 伴 扩张 的 本 质 
谱 相同 , 等 于 算 子 To 的 本 质谱 c(To). Volz) € Ce(-co,oco) 作 一 次 Fourier 变 
#4122) 


we) = ex) [^ «toys (5.5.4) 

Fourier 变换 在 La(—o0, o0) 上 等 距 同 构 , 而 且 
[wor ac- f len as, (5.5.5) 
(i) pO = e). (5.5.6) 


y(z), LE {—co, 0), 


则 
0, z € (0,00), 


对 y(x) € D(H), & ulz) = { 


(Toy, y) =) (-1)* J (0p+ bs) ud (z)u(z) dz= » J * (ag + iby) lu (2) Pee, 
k=0 799 k-0" 99 
所 以 


(R + mS) (Toy. y) = 9 J 7 (ar + mby)fu (x)? dz, (5.5.7) 
大 一 0 “一 co9 


其 中 RA, SA 分 别 表示 和 的 实 部 和 虚 部 . 
估计 式 (5.5.7), 利用 Fourier 变换 得 


(K+ m9) (yy) Y^ f (ar + mb) CO ac 
k=0" 99 

- f” (xt moO a 
k-0" 79 


-f (Xe. 十 minx) (Ol ac, 
790 \k=0 
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则 


(R+ mS) wy) >A f late ac, (6.58) 


HP A= Me + mb,)¢?*, 由 Fourier 变换 在 Lz(—00, c0) 上 等 距 有 


E 
(R+ m3)(Toy, y) > A J ^ ug)l2dz. (5.5.9) 


Occ 


n n n 
— 1 2k : 2k : 2k _ . 
ar OX MM X Lm E 
k=0 k=0 k=0 
(2) 当 m<0 时 ,由 65>0,an>0 有 


A= o inf (X: apg" 十 mons) > Ay tm Sup 305 > 一 co， 
<¢<o0 k=0 < k=0 
所 以 , oTo) 包含 在 复 平面 上 的 集合 {2 十 记 | x 十 my > A} 内 . 由 (1), (2) Em 是 
任意 实数 , WA o(To) C A = (A —a-ib|ac€[Ai oo), bE [Az,oo)]. 口 
定理 5.5.4 ÆA (5.5.1) 中 , 车 系数 we(z) + ib, (x) 满足 
(1) ax (a), b (x) 是 定义 在 [0, o0) 上 的 实 值 函数 ; arle), br (z) € WE(0, X), (k= 
0,1,2,- ,Nn; YX > 0), 且 an(z) =a, » 0, bn(x) = bn > 0; 
(2) 存在 常数 ar, be (k= 0,1,2,… ,n 一 1), 使 得 


z+1 
lim lax(t) —ax|l dt =0, k=0,1,2,---,n—1, 
TO0 z 

+l 
im f [b.(t) — by | dt =0, &=0,1,2,---,n—1, 
由 一 De z 


则 由 i 生成 的 最 小 算 子 To 是 一 个 大 对 称 微 分 算 子 , To 的 任何 二 自 伴 扩张 都 具有 
相同 的 本 质谱 ge(Tp), E ge (To) Cc {和 =g+ iy | TE [Ai, 00), ye [A2, oo)}, 其 中 ， 


n 
2k 。 2k 
一 a A2 = inf b . 
Zo» 


证 明 ”由 直 和 算 子 理论 知 , 研究 Ty 的 本 质谱 o (To) 的 范围 , 归结 为 对 充分 大 
的 N, 研究 二 次 型 (Tu tiv so 的 取 值 范围 
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Ve > 0, m z 0, 由 条 件 (1) 和 条 件 (2) 知 , 存在 N, 当 X > NW, Mk = 
0,1,2,...,n—1, 


zl 
J [ax (£) — ax| dt < e, 
r 


2 十 1 
J lbs (t) — by| dt < e/Iml. 
XHERU u € D(T6) n C§°(N, oo), 


(R + mS) (Tou, u)iN oe) = vf (laxta) + mbi (z))u (9) (2)] e) alx) dz. (5.5.10) 
k=0 N 


对 式 (5.5.10) 分 部 积分 得 


(R + m3) (Tou, U) [N,00) 


=> f S [ax (x) + mbr (z) ju? (x)? dz 


k=0 YN 
7 [xt mba)? dz 
k=0 7 N 
n—1 oco 
+ [7 (aslo) + mbxle)) ~ (ax + mbe)] fu)? da 
k=0 7 N 


> (Boom 7 35 [7 (ana) ~ aul + bn bea) = bal) lf GP de, (5.511) 
k=0 Y N 
则 式 (5.5.11) 分 为 两 部 分 , Ve > 0, 利用 上 述 讨论 对 后 一 部 分 作 估计 : 
3^ [7 late) — axl + nl biz) = hui Qa) de 
k=0 N 


n—l oo vi 
-ED D de) = ae kml fx) = brDlu C) dz 
k=0 v=N “Y 
n—1 oo 办 v+1 v+1 
< 2 — ax| d J by (x) — bk| d 
3: Ys aes, RP (f esto) al dee [Im ibit - dde) 
=0 v= N 
n-1 oo 
€^ max Ju? (2)/?(e +) 
a0 v—N "eli 
n—1 oco 
一 2 D max |u(9(z)? 
hed vl z€[v,v4-1] 
«26 5 llullen—r(v,041)s (5.5.12) 


v=N 
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n—1 


在 此 , ulone = D> max ju) (z) 183188 5.5.1 得 , Ve > 0, 3C, 使 得 


ner) z€[v,v4-1] 
llles-: oen) S € lu? lr, usn + Cellullzo(ve41)- 


因此 , 式 (5.5.12) 可 化 为 
n—l no0 
5 f. des) = | + milis) ~ bitu Qa) az 


oo 2 
x 2€ (elu? lis ca; 十 ColullzxeosrD) 
v=N 


oo oo 2 
<2e ( > lu? oui) + Ce > I) 
v=N v=N 


2 
«2€ (ellu zac ao) 十 Cejuljzatweo)) ; 


由 e 的 任意 性 , 当 N 充分 大 时 , (R+ mS Tu, D > Cay 其 中 
Bu wn) = Y, [. (ax + mbx)ju (a) de, 
(Bu, u)iv, oo) Xj k k 


由 引 理 5.5.1 得 (Bu, u)iw o) > Alu, u), 这 里 的 A 由 式 (5.5.9) 定义 . 所 以 , a (To) C 
[A2 z-iy|z € [A1,00), y € [A2,00)), 其 中 , A1, Ao 由 式 (5.5.3) 所 定义 . m 


5.5.4 HAR Euler 微分 算 子 及 其 相关 摄 动 的 本 质谱 
本 小 节 研 究 微分 算式 


lu(z) = wes (ze [ax(z) + i (2)] ul (z)) © , € € (0,00) (5.5.13) 
k=0 
生成 的 六 自 伴 微分 算 子 的 本 质谱 的 存在 区 域 , 其 中 arle), by (x) 是 定义 在 (0,00) 
上 的 实 函 数 , 即 式 (5.5.1) 中 的 p, (x) = a? (a (a) + ib, (2). 
定理 5.5.5 ”在 式 (5.5.13) 中 , 车 系数 ak (2), bi (a) 都 是 常 值 函数 , BD ak(z) = 
ak, be(z) = by, ax, br 均 为 常数 (Kk = 0,1, … ,n) (在 此 情形 下 , 3X (5.5.13) 称 为 Euler 
微分 算式 , 生成 的 算 子 称 为 Euler 微分 算 子 ). 而 且 an > 0, bn > 0, 则 由 式 (5.5.13) 
生成 的 算 子 To 是 本 对 称 算 子 , 其 任何 三 自 伴 扩张 都 具有 相同 的 本 质谱 , 均 包含 在 
集合 {A =2+iy| 2 € [A1 00), y€ [Az,00)} Pj, 即 


oe(To) c {A =x + iylz € [A1, 00), yE [A2, co)}， (5.5.14) 
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其 中 ， 
EN Da ‘le aC s) | (5.5.15) 
nk 1\? o 
M= inf dbs Tle “(-3) | 
证 明 ” 作 变 换 


(ru)(t) = e?*u(e") = e(t), 
(7*y)(z) =u(z), z-e, 
Ji] + Æ L?(0, oo) 到 L?(—00, 00) 上 1-1 的 等 距 变换 . 而 且 在 L 范 数 下 , 将 C9°(0, 00) 
1-1 地 变 为 空间 Cg? (—o0, 00). Yule) € Cge(0, oo), 


(2) Fula) = 所 (eriteitule9) = -E (etol) 


= ace 109) e Sol 


=F Dott e et) S 


—-i | 


= det) cache (t) 


u(x) K k 阶 导数 ， 


ul) (z) = z-*- 5 (s -k+ +5) (x -k+ 5) es (s 一 ;) p(t). 


从 而 


(z?*u(9 (g))! = DR 一 各 (5s E («- 15) € Dk} >) es e - 3 e(t), 


(z2*u(9 (g))! = we ($ — (« 一 3) | (5 一 (« 一 39 E (s 一 >) ett), 


Kk NFRA 


(a?*u(9 (z))9 25-3 (s 7 (:-2) ) (s- (-3)) u 名 © j m 
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由 于 p(x) = px = ay — ibr 为 常数 , 所 以 , Lu) 的 表达 式 化 为 
n d? 2 
Sninu = ety T] (dis (1-2) em 


k=0 j= 
定义 算 子 Lo: D(Lo) = C3°(—00, 00), Ve € D(Lo), 


Lop — Yall h-i 3 «(i7 2) Jeo: 


由 上 面 的 运算 及 定义 知 ， 70 =T i Lor. 显然 ， Lo 是 下 半 有 界 的 ， 而 且 Lo 与 To AR 
有 相同 的 本 质谱 , 也 等 于 Ty 的 所 有 J 本 自 伴 扩张 的 本 质谱 , ce(Tb) = es (Lo). 
以 下 讨论 Lo 本 质谱 的 存在 范围 , vm € IR, Vo € D(Lo), 


n k d? 1 2 
(R+ m3)(Loy, e) = (+m) | ZI] (-$ +(-3) me 


k=0 j=l 
oo n k d2 1 2 
= b -Z [j-2 5 di. 
J. PE »i( ag ^ € i) Je 9 dt 
(5.5.16) 
由 引 理 5.5.1 得 
GR + mS) (Log, p) > Ap, p), (5.5.17) 
其 中 ， 


"at ne 07] dte 6-3] em 


k-0 j=1 
(1) ORI R an > 0, bn 2048 
‘> k 2 k 1 2 
vac elles 6-9 |a fefe 6-2] 
= Ay mA 


(2) 4m<0WN, Ha, >0,b,>084 


i» Yale G-3)] ot. m Yo [e+ (1-3) 


j=l j=i 


2 
2A,+m sup Sa [ile +( 4pm 
j=l 


0<E<00 k=0 
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FEB, Ay, Ao 由 式 (5.5.15) 所 定义 . 根据 式 (5.5.17) 及 (1) 和 (2) 知 , oe(Lo) 包含 在 
复 平面 的 集合 (r--iy| x 十 my 2 AA, 由 于 m 是 任意 实数 , 所 以 有 


ce(Zo) C {z + iy | z € [A1, o0), y € [Az, o9) 


X oe(Tp) 一 Ge(Lo), 定理 得 证 . oO 
定理 5.5.6 ”在 式 (5.5.13) 中 , 若 系数 pk(z) = (ax (x) + ib (z))x7* 中 的 ax (o), 
by (x) 满足 如 下 条 件 : 


(1 b(z)eWEo X] O<k<n; 
(2) an(z) 三 an > 0, bí (x) = bn > 0, x € (0,09); 
(3) 存在 常数 Gk, bk (k = 0, 1,2, ttt ,0 1), 使 得 
2x 
lim z! f lax (t) — ar| dt = 
zoo 
= (5.5.19) 
lim of [be (t) — b| dt = 0, 
zoo z 


则 由 式 (5.5.13) 生成 的 最 小 算 子 To 是 一 个 J- 对 称 微分 算 子 , Ty 的 任何 三 自 伴 扩 
张 具有 相同 的 本 质谱 re(To), 而 且 ve(Tb) C {à = £+iy | z € [A1,09), y € [Az,co)}， 
其 中 Ai, Ap FARK (5.5.15) 所 定义 . 

证 明 ”与 定理 55.4 的 证 明 一 样 转化 为 对 充分 大 的 X > 0, RRRA (Thu, 
u)x,oo) 的 取 值 范围 , 其 中 u(x) € D(To oco), M u(x) € CSe(X,co)nD(D. Ve > 
0, m £0, 由 条 件 (1) 和 条 件 (3) 知 , FE X > 0, 当 z > X I, X} k =0,1,---,n-1, 
都 有 


27 
got lax(£) — a,|dt < e, 


zi lbs (£) — beldt < e/|ml. 
下 面 对 u(x) € D(T5lix,oo). 估计 (R+ mS) (Tou, 4) (x,00)- 
(R+ mS)(Tou, u)(x,oo) 
2 1)*(z?*a, (x) + mz? b, (z))u(? (^ a(x) dz, (5.5.21) 


对 式 (5.5.21) 右 端 分 部 积分 得 


(R+ mS) (Th, 4) ¢x,00) = > 三 (zzkak(z) + mz?*by(z))|u* (z)£? dz 
k=0 
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-5 / ^ (ay + mbya” lu (x)|? dz 
k—o7 X 


n-1 oo 
T 2. f. [(ax(z) — ax) + m(bi(z) — bx)]a?* [u (x)? da. 


从 而 有 


n—1l oo 
(R + mS)(Thu, U)(X,00) 之 (Bu, u)(x,00) — >/ laa (ac) — | rā lu? dz 
k=0 7X 


n—1l oo 
—|m| M f [b (ac) — brl z” Ju (x)|? da, (5.5.22) 
k=0 X 


式 (5.5.22) 的 右 端 分 为 三 部 分 , 利用 引 理 5.5.1 中 的 不 等 式 及 式 (5.5.20) 对 式 (5.5.22) 
右 端 作 估计 , 其 中 第 一 部 分 为 


(Bu, u) o) = > J (ay + mb,)2?* |u 9)? da; (5.5.23) 
k-0" X 
第 二 部 分 为 

n—l poo 
Sf larla) — ael 2% ju? ac 
k-0 "X 
n—1 oo 2"tix 

-M[ d) -on 2 uP? ae 
k=0 v=0 7 2" X 
n—1 co 2 d k 2 

=x f [ax (2" Xt) — aj | t?* (3) u(2"Xt) | dt 
k=0 v=0 1 dt 
n—1l oo d k 2 2 

< Qu = v . gan v _ 
XY X max (x) ua" Xt) .2 / lax(2°Xt) — ag| dt 
n—1 co d k 2 2 

= 2?” max ($) u(2” Xt 2x f ax (2" Xt) — ax| dt 
3 Y mas (F) ven] nx fno a 
n—1 oo a\F 2 1 +y 

= 22n 一 v 29? X —— _ 
22, max (x) u(2"Xt)| .2°X wX L., lax (x) — ax| dz. 


1 Qty 
zx /.. lax (x) 一 ap| dz « e, 
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所 以 ， 


n—i oo 
»J lak(z) — a«| z?* |u|? dz 
k=0 * 


n—1 oo 
d 
< 2n v v 
<22? £2" X max, O u(2" Xt) 


2 
d WV ? 

(2) «axo | (6520) 

利用 引 理 5.5.1 中 的 不 等 式 得 , vel > 0, ICa > 0, 使 得 


d ? 2 
v < v v 2 
AO u(2” Xt) B (4ye (2 (xo) dtt Ca f |u(2" Xt)|^ dt, 


则 式 (5.5.24) 化 为 


v=0 


-> co TX Ea 1 Ao 


n—1 oo 
> .| Jax(z) — asl z?* fu |? dz 


em 2" X x (sf IG 3i uxo aroa f lu(2" Xt)? a) 


ers n (y uxo) dt +2 X "n lu(2" Xt)? J 


v= 
2vtlx 


de. 
«eC > (UL z?^ lu (z)? da 十 L |u(a)|? az) 
=E C (P z?"|u? (x) |? dz ZA lu(z)P? ar), (5.5.25) 


其 中 , C = max(27^&, 2?" Cy, }. 
采用 同样 办 法 对 式 (5.5.22) 右 端 第 三 部 分 作 估计 , 得 


27x 
(2 X?^|u (x)|? da + f lu(æ)|? az 
2" X 


n—l poo 
m > .| lbr(2) — bx] 2% |ul?) (x) |? dz 
k= 


<E (fs 2n. Ju (x)|? aza f Ju(x)|? dz), 
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Hie 的 任意 性 , 当 X 充分 大 有 时, 对 u(x) € D(Toloxss)) C DT), 利用 式 (5.5.25) 及 
上 式 , 式 (5.5.22) 可 化 为 
(R + mS)(Tou, U)(X,00) 2 (Bu, u)(x,co); UE D(To\(x,00))s 
其 中 , (Bu, u)(x,0) BA (5.5.23) 所 决定 , 由 于 au, by 为 常数 , 所 以 由 定理 5.5.5 E 
得 
(Bu, u)(x,00) 2 A'(u, u), 
此 处 的 A” 同 式 (5.5.18) 中 一 致 . 所 以 , o- (To) C {A = x +iy | z € [Aj,00), y € 
[Az, co)}, A1, Ao 同 定理 5.5.5 中 式 (5.5.15) 一 致 . 
5.5.5 ”具有 可 积 系数 的 二 阶 .三 对 称 微 分 算 子 的 本 质谱 
本 节 研 究 微分 算式 
(y) = —((x)y) + g(r)y, x € (a,+o0) (5.5.26) 
所 生成 的 微分 算 子 的 谱 ， 其 中 , 系数 p(x) = p(s) + ipe(x), g(x) = q(x) + igo(z), 
mi(z), p(z), at(zj, ao(z) 是 定义 在 (a, 00) 上 的 实 函 数 . 主要 研究 由 式 (5.5.26) 确定 
的 最 小 算 子 To 生成 的 本 自 伴 Sturm-Liouville 微分 算 子 的 本 质谱 和 离散 谱 的 存在 
范围 . 
定理 5.5.7 FA (5.5.26) 的 系数 p(z) = Pi(z) +ipz(z), q(x) = qi(z) 二 igz(z) 
满足 如 下 条 件 : i 
(1) p;(x) >0, rE (a, oo), j = 1,2, 而 且 pa) € L(a, oo), j = 1,2; 
(2) las (7)| € L(a, oo), j 一 1, 2, 
则 存在 常数 cl = alpa), & = C2(p2, qo), 使 得 To 的 任何 三 自 伴 扩张 T 的 本 质 
谱 ve(7) 包含 在 9 内 , 即 oe(7) CO, HH N= (Ae C | RA 2 54, SAD Co}. 
证 明 由 5.1 节 的 讨论 可 知 , 只 需 确 定 二 次 型 (my y) 5 y e D(To) B. |y] =1 
时 ) 的 取 范 围 
(Toy, y) = J B [-(py')'G + ayy) dz, 
对 上 式 分 部 积分 得 
(ow) = | iP + alv?) ae, (5.5.27) 
于 是 vy € D(To), 
eto.) = 人 (iP + aly) dz 


> J nily |? dz — J lai] lyP dz, (5.5.28) 
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由 条 件 (1) 和 条 件 (2) 中 系数 的 可 积 性 知 , 存在 充分 小 的 w > 0, 使 得 
t+w t+w 
"n pi! dz f lq] dz < Z, (5.5.29) 


对 任意 的 t € (a, o0) 恒 成 立 . . 
利用 引 理 5.5.2 对 式 (5.5.28) 进行 估计 . 令 m1 = / lai] dz, 则 


at(u+l)w 


R(Toy, vey fo (viv? — lal |y?) dz, 
-Y | WP - lal WP) as, (5.5.30) 
v=0 “Wv 


其 中 , w = (a + vwa + (v + 1)ul, WA [us] =w (v — 1,2,---). 根据 w 的 选取 以 及 
引 理 5.5.2 可 得 下 面 估计 : 


—1 
[ul + anl WP) àa > po (1+ lola f i az) lol2 ， — (5.5.31) 
Wy Wy 


其 中 , po, = pj J -Ial a luz, = f. Iv? dz 从 而 


-1 
Limina us J, -laldz( - [ alee f soa) Il 


>- ly, = callvle. (5.5.32) 
此 处 c; = ci(pi,q1) = Hm, 把 式 (5.5.32) 代入 式 (5.5.30) 得 
(Tu) > Y olli, = eii (5.5.3) 
同样 的 办 法 可 得 
(Toy) XO zll, = el? (5.5.34) 


2 99 4 
其 中 , ca = c2(p2, q2) = -~ ma =f jgz| dz, 而 w’ > 0, 使 得 对 Vt € (a, oo), 


t+w’ t+w’ 1 
f Pp” dz / laz| dz < 3 (5.5.35) 
t t 
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恒 成 立 . 
由 式 (5.5.33) MIÈ (5.5.34) 得 到 KT) CO— (A€C| RA 2 e, FAD ce}, 利 
用 引 理 5.5.1 便 得 结论 . 口 


推论 5.5.8 #754 (5.5.26) 的 系数 p(z) = pi(z) +ipa(z), q(x) = q (2) + igo (2) 
满足 定理 5.5.7 的 假设 ， 则 存在 常数 cl = cl (p1, q1)}, C2 = c2(p2, q2)» 使 得 Ty 的 任何 
J- 自 伴 扩 张 工 在 区 域 CAO 内 只 有 离散 谱 , 其 中 0 = {和 eC | RA a, SAS cp}. 

类 似 文献 [124] 中 的 822 定理 8 能 得 到 下 面 的 结论 ( 见 文献 [176] 的 定理 3.1 的 
证 明 过 程 ). 

定理 5.5.9 ERX (>) | Pi, Pa't ,Pn 在 区 闻 [a, 00) 上 可 积 , E. Spole) = 
0, lim po(z) > 0, 则 方程 

(—1)^ (poy) + (—1)*71(p y7D)07D 4... E p y = Ay (5.5.36) 
有 这 样 的 2n 个 线性 无 关 的 解 y, y2, Yon, 当 m > oo 时 , 它们 的 渐 近 性 状 如 下 : 


yk = e^ *[I-o(1), &—1,2,--,2n, (5.5.37) 


其 中 , pw 为 (一 1)* 和 A 的 所 有 不 同 的 2n 次 方 根 , 其 实 部 各 不 相同 , 而 e v (t) dt, 
a 0 


而 且 由 式 (5.5.36) 生成 的 最 小 算 子 是 J- 对 称 算 子 , 其 亏 指 数 等 于 n. 
定理 5.5.10 FA (5.5.26) 的 系数 p(z) = pi (x) -ipa(z), a(z) = q (£) - ia (a) 
满足 如 下 条 件 : 
1 


(1) pila) > 0, pala) =0, € (0,00), lim pi(a) > 0, TTE (——) e L(a, oo) 


(2) |aj(z)| € L(a, oo), 3 = 1,2, 
则 由 式 (5.5.26) 生成 的 TORRE To 的 任何 J- E EE 3E T. 的 本 质谱 充满 正 实 轴 ， 
Bl c, (T) = R* = [0,o0); 而 在 区 域 C\R+ 内 只 有 了 的 离散 谱 . 

WEBB ”定理 的 假设 完全 符合 定理 5.5.9 的 条 件 , 根据 定理 5.5.9 得 , VA C C, Jj 


程 
—(p(z)w' (2)) + a(x)y(z) = Ay(x) (5.5.38) 
有 两 个 线性 无 关 的 解 yy 当 z — oo 时， 
yk =e"*8[1 + o(1)], k= 1,2, (5.5.39) 


1 
dt, 
von 


其 中 , ui 为 A 的 两 个 不 同 的 2 次 方 根 , 其 实 部 互 不 相同 , 而 上 二 f ° 
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且 由 式 (5.5.26) 生成 的 大 对 称 算 子 To 的 亏 指数 等 于 1. 
4 s =|A?, Jl] p, = sux, 其 中 (sux)? = 一 和 (k==1,2). 从 而 当 >z 一 co 时 ， 


yk = e [1 + o(1), k-1,2. 


下 面 根据 上 式 及 定理 5.4.4 来 确定 To 的 任何 J- B fe SK T. 的 本 质谱 : 

(1) 34 RA 2 0, argA — OW, p = si, we = 一 si 于 是 有 yi ye € L?(a, 00), 由 此 
及 引 理 5.1.2 说 明 A (To), 而 且 解 yi, yo 的 任何 线性 组 合 都 不 属于 L(a, 00). A 
此 , 入 属于 To 的 任何 本 自 伴 扩张 工 的 本 质谱 , 即 Rt C ce(7). 


(2) 4 RA > 0, 0 < argA< 3 BY, m = sel, p = sel, T < A «T, 


A xm, 因此 有 ui d L?(a,00), y; € L2(a, 00). yo BIE J- EVER IK T 的 特 


征 值 所 对 应 的 特征 函数 . 


(3) 34 RA > 0, -7 < argA « 0 时 , py = se, po = seh, -7 < 0 < -7 


5 «6 < T. TJ y d D (2,09), y € 17(a,00). y, BHA 了 自 伴 扩 张 IHE 
值 所 对 应 的 特征 函数 . 

(4) 当 RA = 0, argA = +5 时 ,ja = seti, p = sèt D, FRA y, ¢ 
L?(a,oo), yo € L?(a, 00). yo 是 某 个 J- B PES IK T 的 特征 值 所 对 应 的 特征 函数 . 

(5) 34 RA < 0, 而 argà = mx 时 , ui = s, ua = —s, 因此 yi € L?(a, c0), 
y» € L?(a, 00). yo 是 某 个 J- BI PE IK T 的 特征 值 所 对 应 的 特征 函数 . 

(6) 当 RA < 0, < argÀ < m 时 , uj = sel, po = sei, 而 0<  < 5, 
x «65 < T. 于 是 yi ¢ L?(a,00), yo € L?(a, oo). yo 是 某 个 三 自 伴 扩张 T 的 特征 
值 所 对 应 的 特征 函数 . 

(T) 34 RA < 0, —x < argA < -5 时 , wr = sen, uo = seh, -7 « 61 <0, 
F< Oy «n. 因此 y d 1%(a,00), yz € L*(a,o0). yo 是 某 个 ISAT T 的 特征 
值 所 对 应 的 特征 函数 . 

根据 (1)~(7) 的 讨论 可 知 , 区 域 C\R+ 内 的 任意 点 和 都 可 能 是 To 的 某 个 
自 伴 扩张 T 的 特征 值 . 又 因为 To 的 任何 J- 自 伴 扩 张 都 具有 相同 的 本 质谱 ， 所 以 
oe(T) = Rt = (0,00). 口 

推论 5.5.11 F750 (5.5.26) 的 系数 g(x) = qi(z) + iga(x), x € (a, +oo) 满足 
定理 5.5.10 的 假设 , 而 且 p(x) = 1，z € (a, +eo), 则 由 式 (5.5.26) 生成 的 三 对 称 算 
F To 的 任何 J- BET SK T 的 本 质谱 充满 正 实 轴 , 即 ce(T) = R+ = (0, 00); 而 在 区 
域 C\R+ 内 只 有 了 的 离散 谱 . 
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推论 5.5.12 F750 (5.5.26) 的 系数 gy(z) =0, x € (a, +00), a(z) = qi (2) 在 
区 间 (a, oo) 上 可 积 , 而 且 p(x) = 1, x € (a, oo), 则 由 式 (5.5.26) 生成 的 J- 对 称 算 
T To 的 任何 三 自 伴 扩张 的 本 质谱 充满 正 实 轴 , 即 o. (T7) = R* = (0,00); 而 在 区 
域 C\R+ 内 只 有 了 的 离散 谱 ( 见 文献 [124822 例 a). 

5.5.6 BM .7- 自 伴 微分 算 子 谱 离散 的 充分 条 件 


下 面 给 出 由 式 (5.5.1) 生成 的 几 类 特殊 微分 算 子 , 其 系数 as (2), b (x) 满足 一 定 
条 件 时 , 其 谱 是 离散 的 . 
定理 5.5.13 ”微分 算式 (5.5.1) 的 系数 au(x), bi (m) 若 满 足 如 下 条 件 : 
(1) 系数 bi (z) (k =0,1,--- ,m) 满足 定理 5.5.4 的 假设 ; 
(2) 存在 Mi, 当 z> N 时 ,ak(z)>0 (kK =0,1,---,n), n(x) 2a» 0, MA 
区 十 1 
lim ao(x) dz = oo, (5.5.40) 


了 一 Oo 


则 由 式 (5.5.1) 生成 的 本 对 称 算 子 To 的 本 质谱 是 空 集 , 即 由 To 生成 的 任何 J-A 
伴 算 子 的 谱 是 离散 的 . 

证 明 ”同样 仅 需 研究 对 充分 大 的 N Al u € D)w, ZWE (Thu, siw oo) 
的 取 值 范围 . 


+ mT uwao =f [lanla) + mbela) u (a)] aaar (6.5.41 
k-o 7 N 
对 式 (5.5.41) 分 部 积分 得 


(R + mS) (Tou, u)(w,oo) = 5 f, eo + mby(z))|u? (s)? dz. ^ (5.5.42) 
-o7N 


在 式 (5.5.42) 中 , 估计 c 人 oxla) wotzjPam 由 条 件 (2) 知 , Ve > 0 及 任意 大 
k-o7 N 


+1 
的 bo, 存在 No, 使 得 当 X > No 时 ， J Qo(t) dt > bo. 
取 No = max(Ni, N2}, 24 N > No 时 , 由 引 理 5.5.1 得 


> / ax(z) ju |? da 
k=0"N 
n—1 


oo oo oo 
>a f Ju}? da + > / ax(z) Ju)? a+ f uo(x)|u|? dx 
N N 


k—1 N 
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oo n—l poo oo 
>a f ju™| dz 一 > / e|u? |? dz 十 bo f \ul? dz 
N Eco 4N N 
+e f lu? dz «f (ao(z) — bo)|u|? da 
N N 


oo oo 
> pellull? + ef ju'|? dz «f (ao(z) — bo) |u|? dz, (5.5.43) 
N N 


其 中 , ue = S Anf. (ac?" — e?n) 一 .一 EC2 十 bo). 由 e 任意 小 及 bo 的 任意 大 性 


All, He 一 +00. 
又 根据 引 理 5.5.2 可 得 式 (5.5.43) 右 端 后 两 项 的 估计 


f lu'[? dz+ 人 (aste) — bo) |ul? dz 
oo v+1 
2l J (EP + (ao(2) - tou) dz 


X (ao(z) E [espe f Hae) | lullo, oi) 


>0. (5.5.44) 


利用 式 (5.5.43) 和 式 (5.5.44), 3X (5.5.42) 可 化 为 


(R+ m9) (Tiu t) ovo) > Mellul? m3 f bala) UPE) de, — (5545) 


从 而 有 

de(To) C (x + iy | z € [ue,00), y € [Az.09)), (5.5.46) 
此 处 As 与 定理 5.5.3 中 Az 相同 . 由 于 je 一 oo, Moe(To) = Ø. 因此 , To 的 本 质谱 
是 空 集 , 即 To 的 任何 本 自 伴 扩张 的 谱 是 离散 的 . D 


定理 5.5.14 ”车 微 分 算式 (5.5.1) 的 系数 ai (a), bi (0) 满足 如 下 条 件 : 
(1) 系数 au(x) (k=0,1, ,n) 满足 定理 5.5.4 的 假设 ; 
(2 存在 Ni, 4 x > Ni Hf, b. (m) > 0 (k =0,1,--- ,n) b.(z) > 85 0, MA 


xz+1 
dm f bo(t)dt = co, (5.5.47) 


则 由 式 (5.5.1) 生成 的 大 对 称 算 子 To 的 本 质谱 是 空 集 , 即 由 To 生成 的 任何 J- El 
伴 算 子 的 谱 的 离散 的 . 


5.5 二 自 伴 微分 算 子 的 谱 .173 - 


WEBB ” 同 定理 5.5.13, 只 需 考虑 (MR + S)(Tyu, u)(w,oo) 即 可 . o 

定理 5.5.15 ÆA (5.5.13) F, FRÆ pk(z) = (ak(z) + id, (z)) z2 中 的 
ax (x), b (x) 满足 如 下 条 件 : 

(1) bx(z) (k—0,1,.-- ,n) 满足 定理 5.5.5 中 的 假设 ; 

(2) 存在 M, 4 x > Ni if, a(z) >20 (k—0,1,---,n), MH as(z) > o 0; 

(3) 


z4-1 
lim ao(t) dt = oo, (5.5.48) 


zoo 


则 由 式 (5.5.13) 生成 的 本 对 称 算 子 To 的 本 质谱 是 空 集 , 即 由 To 生成 的 任何 J- 自 
伴 算 子 的 谱 是 离散 的 , o(To) = oa(To). 
证 明 ”对 充分 大 的 N, 当 we D(To) s = Ce(NoolnDO) H llull = 工时， 


(Tou, U)(N, oo) 一 Y for [(ax (2) + ibi (x)) gk u (10? ü dr 
k-0o7 N 


=> / * (ax (2) + ib, (x)) z?* |u(9 |? dz. (5.5.49) 
k-07 N 
则 Vm € R, m 40, 有 


-$ f em + mbs(z)) z2k ju? dz 


E ax (z)z?* |u(9 |? dz 十 2» by(z)z?*|u(9]? dz, (5.5.50) 


[RD 


TEX (5.5.50) * 估计 第 一 项 . 由 条 件 (2) 和 条 件 (3) 知 , Ve > 0 及 任意 大 的 bo, 存 
在 No, 使 得 当 x > No 时 ， [ olt} dt > bo. HX No = max(N;, N2), 则 当 NN> No 
时 ， 


^ [axle fu? a 
"» / ax(x)z X 


>a f z r” u]? dz 十 A ax (z)a?* |u? |? def ao(z)|u[^ dz 


— oo oo 
>a f a?^|u 0)? dz 一 六/ ez?" u? |? dz «f boju]? dz 
N kco JN N 


.174. 第 5 章 ”十 对 称 算 子 和 TARA 


+f ex? |u|? dz +/ (ao(z) — bo)|u|? dx 
N N 
>} f Cy? ut)? de + f ex?|ull? da + f (a(x) — bo)lul? dz, 
k=0 Y N N N 
(5.5.51) 


其 中 , Ca =a , Ck = —e (kK =1,2,---,n—1), Co = bg. 下 面 对 式 (5.5.51) 中 的 最 
后 两 项 作 估计 . 由 引 理 5.5.2 得 


^ ex? ul? z * (ao(z) — bo) ful? T 

J P d+ 人 (aola) - botul? a 
u+1 

=> f (ex? |w'P + (ao(z) — bo)lul?) dz 


J T (ao) bo)ds (1+ f 7 ao(e)—bo)de f NN lull? wa) 
>0. (5.5.52) 

利用 式 (5.5.51) 和 式 (5.5.52), 对 式 (5.5.50) 作 如 下 估计 : 

(R+ m3) (Tlu, wn ao) > > 人 Chkz2klu(2 dz +m) 人 be(a)a?* |u|? da. 

再 由 引 理 5.5.1 得 

ee(To) C {x +iy | z € [Ae, 00}, y € [Az, 00)}, (5.5.53) 


其 中 , As 同 式 (5.5.15), 而 Ac 如 下 面 的 表达 式 : 


oo k 2 . 1 2 
ur x2 € +( 一 :) | (5.5.54) 
由 充分 大 的 数 bo 的 任意 性 得 A. 一 00, 所 以 , ex (To) = 2, 故 To 的 本 质谱 是 空 集 ， 
即 由 To 生成 的 任何 三 自 伴 算 子 的 谱 是 离散 的 . o 


定理 5.5.16 — ZEXX (5.5.13) F, 若 系 数 pk(z) = (ak(z) + ibk(z))z?* 中 的 
ax(z), by (x) 满足 如 下 条 件 : 
(1) ak(z) (k=0,1, ,n) 满足 定理 5.5.5 中 的 假设 ; 
(2) 存在 Ni, 当 zx > Ni Bj, b. (z) 20 (k=0,1,---,n), MH 0,(x)> a > 0; 
(3) 
z-H1 
lim bo(t) dt = oo, (5.5.55) 


— 
LOO x 
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则 由 式 (5.5.15) 生成 的 -对 称 算 子 To 的 本 质谱 是 空 集 , 即 由 To 生成 的 任何 J-A 
伴 算 子 的 谱 是 离散 的 , e (To) = ea(To). 
证 明 同 定理 5.5. 15, 只 需 考虑 (m + S) (Tou, U)(N, oo) BU AY. 


5.5.7 ”二 阶 情形 
下 面 讨论 二 阶 情形 , 由 引 理 5.5.14 和 定理 5.5.16 可 立 得 . 
定理 5.5.17 复 系数 的 Sturm-Liouville 微分 算式 
l(y) = —(p(z)y’(z))' + a(x)u(z), x € (0,00), (5.5.56) 


BARA p(x) = pi(x) + ipz(z), q(x) = (z) + ig (z) £r! pi(z), po(x), a(z), ao(a) 
是 定义 在 (0,00) 上 的 实 函数 ), 满足 
(1) m(z) 2oa»0, pY(z) 2 8»0, zx € (0,00); 
ZX 二 1 
(2) lim [ (ale) + a2) de = +00, 
则 由 式 (5.5.56) 生成 的 三 对 称 Sturm-Liouville 微分 算 子 To 的 本 质谱 是 空 集 , 即 其 
任何 二- 自 伴 扩张 的 谱 都 是 离散 的 . 
定理 5.5.18 ”在 定理 5.5.17 中 , 若 式 (5.5.56) 的 系数 满足 
(1) p(z) =1, r€ (0, 09); 
z+1 
(2) Jm (als) + lo)) dz = o, 


则 由 式 (5.5.56) 生成 的 本 对 称 Sturm-Liouville 微分 算 子 T 的 本 质谱 是 空 集 , 即 其 
任何 本 自 伴 扩张 的 谱 是 离散 的 . 
WEBB ”同样 只 需 研究 (wow oo) 的 取 值 范围 . 由 条 件 (2) 知 , 对 任意 充分 


K bo, AN, 4u> NW, [ (qi(z) + qo(z)) dz > bo. 而 
(R+ mS)(Thu, u) ac) = n lul? dz + n (qı (2) + mas (z)) |ul? de, 
34 m-—1Hf, 
GR + mS) (Tou, u) (woo) 


=f Gv + bo|u|?) da + n (sw? + (q(x) + qo(z) 一 bul?) dz 


> bollull? + X[ G wl? + (ale) + qala) — bol) dz, (5.5.57) 
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由 引 理 5.5.2 知 
v4-1 i 
[| (Siti) + ale) - ttu?) dz 
vtl v4-1 +1 
> | (人 +e 人 -bojdz(142 n (a (z) x) -o)da) llle, 20, 


代入 式 (5.5.57) 得 
(R + mS) (Tou, WN,o0) > bollullew, o) 


由 于 bo 是 任意 大 的 , 故 有 oe(To) C {x + iy | z +y = oo), 从 而 oe(To) = Ø. 口 
定理 5.5.19 “” 复 系数 微分 算式 


L(y) = —(p(z)z?y --q(z)y, x € (0,00), (5.5.58) 


F p(x) = pi(x) + ipa(x), q(x) = (x) + igo (x) P. pi (z), p2(z), az), g(x) 是 定 
XE (0,00) 上 的 实 函数 ) 满足 

(1) 存在 a> 9, B > 0, 使 得 对 任意 的 x € (0,00), pi(z) > a, p(x) 2 a; 

(2) lim "E (ai (2) + qs (z)) dz = +00, 
则 由 式 (5.5.58) 生成 的 本 对 称 最 小 算 子 To 的 本 质谱 是 空 集 , 即 其 任何 J- BL PES" SK 
的 谱 是 离散 的 . 

定理 5.5.20 ”在 定理 5.5.19 中 , 若 式 (5.5.58) 的 系数 满足 

(1) p(x)=1, 2x € (0,00); 

2 十 1 

(2) Hm f (axle) + (2) de = +09, 
则 由 式 (5.5.58) 生成 的 J 对称 最 小 算 子 To 的 本 质谱 是 空 集 , 即 其 任何 J- B eK 
的 谱 是 离散 的 . 

证 明 ”同样 只 需 研究 (Thu, wjtw oe, 的 取 值 范围 . 由 条 件 (2) 知 , 对 充分 大 bo, 
存在 No, 34 v > No 时 ， 


v1 
J Cala) +a) ae >to, 
取 N > No, 则 


(R+ mS) (Tou, ww)Cv oo) = n z?|w'|? dz + 人 (qv(x) + mgo(z)) |u|? da, 
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当 m = 1 时， 
(R + mS) (Tou, U)(N,oo) 
-=f z?|u'|? de +b f Jul? az+ f (ax(z) + ax(z) — bo)|u|? dz 
N N N 


oo v4-1 v-1 
> bo||ul[? + D if z?|u'? dz «f (a(z) + ao(z) — bo) |u|? dz| . (5.5.59) 
v=N v v 


由 引 理 5.5.2 得 
v4-1 v--1 
f z?|w'|? dz +/ (q(x) + q2(x) — bo)|u|? dz 


v--1 
> J (a(z) + ao(z) — bo) da 


2 十 1 ot 
[a+ [tae [ala + ante) —b0) dz| TM 
v uU 


20, 
则 式 (5.5.59) 变 为 
(R+ mS) (Tou, U)(N o0) 之 bollull?w, o0): 


由 于 是 任意 大 的 数 , 故 oelTo) C {z+ iy | £ +y = oo), 从 而 ce(To) = Ø, 故 其 任 
何 ,三 自 伴 扩张 的 谱 是 离散 的 . 口 
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61 非 自 伴 紧 算 子 


设 X 是 可 分 的 Hilbert 空间 , T 是 定义 在 X 上 的 非 自 伴 算 子 . 本 章 主要 讨论 
具有 离散 谱 的 算 子 T, Bl o.(T) = oc(T) = oe(T) = Ø, o(T) = oq(T). 通过 前 面 讨 
论 已 经 知道 , 紧 算 子 的 剩余 谱 和 连续 谱 均 是 空 集 , 而 且 具 有 紧 逆 的 无 界 算 子 (如 微 
分 算 子 ) 的 谱 是 离散 的 , 所 以 , 本 章 主要 研究 无 界线 性 算 子 谱 的 离散 性 及 其 特征 系 
( 根 空间 ) 的 完备 性 . 

定义 6.1.1 若 和 。€ oa(T), 称 


Ny, = (f € D(T) c X | (T- AI)" f = 0, 对 于 正 整 数 m) (6.1.1) 
为 特征 值 A. 的 根子 空间 (root subspace), 根子 空间 Ny, 的 维 数 称 为 特征 值 和 的 
代数 重 数 (algebraic multiplicities), 记 为 ma,, Vf € Na, BRA T 的 对 应 A, 的 根 向 
量 (root vector). 


#1 当 m=1 时, M, 就 是 特征 值 As 对 应 的 特征 子 空间 . 
#2 4m=m,W,Vf EN, A (T—AImf-0 > 


M3, = (T — AI)"^« D(A). (6.1.2) 
E X 是 可 分 的 Hilbert 空间 , D(T) = X, T BRST, WA 
X = My, 0 Ny.. (6.1.3) 


在 Ny, 中 选取 一 组 基 : fir, for: ++» fus fiz fo2s- faz fus fats a Sit FB 
成 几 个 链 , 其 中 有 几 个 可 能 相同 的 , 而 且 满 足 


Tfir = Asfir: T for = As far tfe cc. Ther = As fk. 十 frrr- (6.1.4) 


每 个 链 中 的 第 一 个 元 素 称 为 了 的 对 应 A, 的 特征 向 量 fir 而 其 余 的 向 量 for, 
fer RRA DA, 对 应 特征 向 量 fu. WIESE (adjoint element (function, vector) 或 
associated element). 

从 第 2 章 的 讨论 可 以 看 出 , 对 于 紧 自 伴 算 子 而 言 , 其 特征 系 是 完备 的 , 而 且 有 
相应 的 谱 分 解 定理 (定理 2.5.15). 从 第 4 章 的 讨论 可 以 看 出 , 对 于 紧 本 自 伴 算 子 而 
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, 其 相应 的 奇异 特征 系 是 完备 的 , 而 且 有 相应 的 “ 谱 分 解 "定理 (定理 4.2.22). 但 
对 于 一 般 的 紧 算 子 , 特征 系 不 一 定 在 X 中 完备 . 
例 6.1.2 ”在 Lla, b] FENKT 


Di 


Af = f re, a«zr&b, Vf € L?[a,b], (6.1.5) 


JU A 在 Lla, b) 上 是 紧 算 子 , 但 只 有 一 个 谱 点 0, 既 没 有 非 零 特 征 值 , 也 无 特征 向 


量 , 无 特征 系 . 
定义 6.1.3 “一 个 紧 算 子 T 称 为 是 Hilbert-Schmidt HHT, 车 


i=l 
其 中 , {4} Æ Hilbert 空间 x 的 一 个 完备 规范 正 交 系 . 
例 6.1.4 ”积分 算 子 K : L?[a, b] > L?[a, t], 


Kf = [ma 97Gdt f € L?[a, t], (6.1.7) 


b b 
f f |k(z, t) dat < oo, (6.1.8) 


则 算 子 K 是 Hilbert-Schmidt 型 算 子 . 

BR, 有 限 秩 算 子 一 定 是 Hilbert-Schmidt 型 算 子 , Hilbert-Schmidt 型 算 子 一 定 
是 紧 算 子 . 反之 均 不 然 . 

定义 6.1.5 Ut T Be SUE Hilbert 空间 X 上 的 紧 算 子 , N。 是 对 应 非 零 特征 
值 和 的 根子 空间 , > 


Di = (J Na, = span{y € Na, |s=12 ), (6.1.9) 

则 闭 集 Di ART T NPPAAES AE RHR (T 
的 所 有 非 零 特征 值 所 对 应 的 根子 空间 直 和 的 闭 包 ), BK Di AAT T 的 根室 间 (root 
space). 

E AF M, 是 了 的 不 变 子 空间 , 所 以 Di 也 是 DO 的 不 变 子 空间 . 设 Di @ 
D = X, WW Ds Æ Di 的 直 交 子 空间 . 

定理 6.1.0 ”车 了 是 定义 在 X 上 的 紧 算 子 , 用 R(T) 表示 T 的 值 域 , 则 

(1) Di 在 R(T) 中 完备 的 充 要 条 件 是 Vh c X, The Dy; 
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(2) Di 在 R(T) 中 完备 的 充 要 条 件 是 Vg € Da, T*g = 0. 

WEBB (1) 必要 性 . 设 Di 在 R(T) 中 完备 , 由 于 Di BAR, 所 以 Di = R(T), 
故 vhe X, The Dy. 

充分 性 . Vh e X, The Di, 即 有 R(T) C Di, 故 Di 在 R(T) 中 完备 . 

(2) 充分 性 . Wt T*g = 0, Vg € Do. 由 于 Vh e X, 


(Th, g) = (h, T*g) = 0. 


所 以 ThLDo, 从 而 Th € Di, 根据 (1) ES D; 在 R(T) 中 完备 . 
必要 性 . 若 Di 在 R(T) 中 完备 , 则 vh e X, The Di, 于 是 Vg € Do, 有 


0 = (Th, g) = (h, T" 9), 
由 此 得 T*g = 0. 口 
车 记 T* 在 D 上 的 限制 TS = 7T*1p,, 则 定理 6.1.6 中 (2) 可 以 表示 为 Di 在 
R(T) 中 完备 的 必要 条 件 是 Th, = 0. 
定理 6.1.7 ”78, 具有 唯一 的 谱 点 是 入 = 0. 
WEB] AMR, 设 Xo 是 Th, 的 谱 , Ao £0, WW Ado 7^ 0, po € Do, 使 得 


Th, 60 = T*po = Aodo. 
Vh € X, 
0 = (h, (T* — Ag I)@) = ((T — AoI)h, do). (6.1.10) 
# Xo ¢ p(T), W (T — Ao) D(T) = X, PRY, do = 0, 矛盾 . 
i Ao € a, (T), W X = Mo & No, No Ao 对 应 的 根子 空间 , Mo = (T — Ao) X, 


由 式 (6.1.10) 知 , bo 上 Mo, 从 而 yo € No, BI o C Di, 而 po C Do, Dil Do, 所 以 
go = 0, FE. 故 Th, 只 有 零 作为 其 谱 点 . 口 


6.2  Hilbert-Schmidt 型 算 子 


WAT T 是 定义 在 Hilbert 空间 X 上 的 Hilbert-Schmidt BAT, (9) 是 X 
上 的 一 组 规范 正 交 基 , 则 有 


Y (Thi, Té) < oc. (6.2.1) 
i=l 
由 于 {di} J XxX 上 的 一 组 规范 正 交 基 , TH, 可 表示 为 


Tv; = uei. Tij = (T'vi, Pi) (6.2.2) 
j=l 
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Bp 
(Ton T$.) = > Iris”. (6.2.3) 
从 
从 而 
> (Te Tpi) = > > Ira ^, (6.2.4) 
i i=1 j= 


所 以 ,了 是 Hilbert 空间 X 上 的 Hilbert-Schmidt 型 算 子 的 充 要 条 件 是 


oo 


5 Iti |? < 00. 
ij-1 
例 6.2.1 在 例 6.1.4 中 , 当 式 (6.1.8) 成 立时 , 由 式 (6.1.7) 定义 的 算 子 K 是 
Hilbert-Schmidt 型 算 子 , RZ, Æ K 是 Hilbert-Schmidt WAF, 则 式 (6.1.8) 成 立 . 
BAF K AA kle, t) 为 核 的 积分 算 子 . 
引 理 6.2.2 ”定义 在 可 分 的 Hilbert 空间 X 上 的 每 个 Hilbert-Schmidt 型 算 子 
等 价 于 定义 在 L?|o, 1] 上 唯一 的 一 个 以 k(z,t) 为 核 的 积分 算 子 K, 其 中 k(x,t) 满 
Æ 


! "liz, dedit < oo. (6.2.5) 
0 v0 


证 明 ”由 于 X 是 Hilbert 空间 , 则 X 与 L?[0,1] AW, 可 以 建立 同 构 映 射 : 
f 一 f(z), 其 中 ， f € X, f(x) € L?I0, 1]. pi Pr, oa, mets ds: ttt 是 X 内 的 一 组 规范 正 交 
基 , 对 应 L?[0, 1] 内 的 规范 正 交 基 为 1 (x), po(z),…… ,$s(z),…. HT T Æ Hilbert- 


Schmidt RAT, 所 以 ， Y Ir? < oo, 其 中 ， Tag 由 式 (6.2.3) 定义 . 令 


ig=1 
k(z.t) = M nj@i(2)d5 (0), (6.2.6) 
$,2—1 


在 L?[0,1] 内 引入 积分 算 子 
Kf(t) = f ^k, f (Dt. 


由 式 (6.2.6) 及 》 [ry < oo fd, K 是 定义 在 L?[0, 1] 上 的 Hilbert-Schmidc 型 算 
i, j=1 
CT, 而 且 
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1 pl EE 
(Kd. (2), ds (z)) = n n k(z, t) by (£)ós(z)dtdz 


IE 
=Trs = (Tr, $s), (6.2.7) 


HOT SUF K, 唯一 性 易 证 . 口 
iki TÆ Hilbert- Schmidt 型 算 子 < e T* 是 Hilbert-Schmidt BET. 


事实 上 , 由 公式 Y^ Ko f - -5 (Ton p) 得 


i, j=1 


Tig Pi (2) 0; ( x) pr (t)bs (z)dtdz 


4,j—1 i,9=1 
oo oo 
>》 Fal? = Y Iryl? < oo, 
$3-—1 1,4—1 


由 此 便 得 结论 . 

注 2 #C 是 有 界 算 子 , T 是 Hilbert-Schmidt BBY, W CT 与 TC 均 为 
Hilbert-Schmidt 型 算 子 . 

事实 上 , 由 CTAN? < cl 大 得 到 CT 是 Hilbert-Schmidt MAT, 又 根 
据 TC = (C*T*)* 得 到 TC 也 是 Hilbert-Schmidt MAT. 

注 3 工 是 自 伴 的 Hilbert-Schmidt BET, Ml 


S(T9i,T0i) = >», (6.2.8) 


i=l i=1 


其 中 , A; 是 T 的 特征 值 , $; 是 X 上 的 规范 正 交 基 . 
引 理 6.2.3” 设 5 是 Hilbert 空间 X 上 的 正定 自 伴 Hilbert-Schmidt HAT, 
C 是 关上 的 有 界 算 子 , 则 


T= S?CS? (6.2.9) 


是 一 个 Hilbert-Schmidt HET. 
证 明 设 (0) 是 S 的 完备 正 交 特征 系 , X; 是 对 应 的 特征 值 , 即 Ss = 和 pi， 
HA >0. HS? 的 定义 知 S39; =A? bi, FE 
ré; = ta = (830535, 5405444) = (50) 5i0sio, $4) 
= (C*S?S2CS2¢,, $24;) = X(C* SC, pa) < XC" SC] lleill- 


所 以 
IT? < FUC Sol? +A). 
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由 于 C 是 在 X 上 的 有 界 算 子 , S 是 Hilbert-Schmidt PREF, 则 C*SC 是 Hilbert- 
Schmidt 型 算 子 , H 


》 IC*SC4il!? < oo. 


Ti 
又 由 于 > A? < oo, ATLA T Æ Hilbert-Schmidt HAT. [1 
定义 6.2.4 WT Hilbert 空间 X 上 的 紧 算 子 , 对 任何 规范 正 交 基 (4) c X, 
车 级 数 
> (Thi, $;) (6.2.10) 
绝对 收敛 , 则 称 算 子 T RAW, 并 且 称 式 (6.2.10) AATF 了 的 迹 (trace), 记 为 
trT = SpT = > (Ton bi). (6.2.11) 
ii #T BRADM RAR, 和 Æ T MRE, 则 


tT =>. (6.2.12) 
i=1 


注 2 ”对 于 一 般 的 算 子 T, 可 以 表示 为 实 部 和 虚 部 的 和 
T = Tg +iTy, (6.2.13) 


Tg 与 T; 均 为 自 伴 算 子 , VE (oi) c X JÉéFEXC— A BUG IE SE dE, 则 


D Thng) = $ (Troigi) +i XO Tr9,, $i), (6.2.14) 
t=1 1—1 1—1 
所 以 , SX (6.2.14) 左 端 绝对 收敛 o 右 端的 两 个 级 数 均 绝 对 收敛 . 
由 于 (To; Toi) = (T*Ty., pi), TT 是 正 算 子 , 所 以 式 (6.2.1) 也 表示 正 算 子 
T*T 的 迹 . 
定理 06.2.5 i T, M T 是 定义 在 Hilbert 空间 X 上 的 Hilbert-Schmidt 型 算 
F, WEF T, + Te, Dh 和 ToT, 均 具 有 迹 , B. tr (71 E 75) = tr Ty ttr Ty. 
证 明 ”根据 定义 6.2.4 及 


(Ti hes, 001 = (Cras, Tr < Tagil Tr Gi < ETa? + prz) 
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立 得 结论 . 口 
推论 6.2.6 35 K 是 定义 在 空间 L?[0,1] 上 以 &(z,t) ARMA Hilbert- 
Schmidt 型 积分 算 子 , W k(s,t) = k(t, s), K? 具有 迹 , A 


1 1 1 1 
trK? = f f k(s, t)k(t, s)dsdt = n f |k(z, t)? dida; 
0 0 0 0 


E T EENE X 上 的 Hilbert-Schmidt 型 算 子 , 则 T^ 具有 迹 (n > 2). 
证 明 ”简单 计算 便 得 kls, t) = kt, s)( 可 参考 定理 7.5.2 的 证 明 ). 
Bw {di} c L?[0, 1] 是 完备 系 , 则 


oo oo 1 1 
eK - (Keds) = (Kha Ko) = | f KG of asit 


il i=1 
V 1 1 ——— 1 1 
— 2 人 一 z s _ ; | 
p $i, $i) n n k(s, t)k( ,t)d d£ n n k(s, t)k(t, )dsdt 
利用 定理 6.2.5 及 归纳 法 易 得 第 二 个 结论 . 


定理 6.2.7 B K dé L^[0,1] EA kat) 为 核 的 积分 算 子 , 4 K 是 Hilbert- 
Schmidt HHT, 则 K"(n > 2) 具有 迹 且 


1 1 
trk” = f . d k(ri,z2)k(x9,23)--- k(x4, T1) dz1 --- dz. (6.2.15) 
0 0 


证 明 ”由 推论 6.2.6 可 知 K"(n > 2) RAM. 

KS, Al So 是 两 个 自 伴 的 Hilbert-Schmidt 型 积分 算 子 , 积分 核 分 别 为 sl (21,22) 
和 sz(z1, x2), 由 于 Si 和 So 是 自 伴 的 , 所 以 s(x1, 7x2) = si(22,21), s2(21,22) = 
82(z2,21). 下 证 


1 1 
"S5 = | f 81(271, £2)s2(22, x1 )dz1dz3. (6.2.16) 
0 0 
令 
1 1 
r= f f sı(£1, 12)S2(£2, £1 )dz1dz2 
0 0 
rep BEEN NENNEN 
-3/ f (s1(£1, 22)82(21, £2) + 52(21, x2)51(21, z2))dzidza 
0 0 


1 1 pl 2 1 Al 
= 了 (/ / 151 + s2| dz4dz -f J isi 一 sal?dzidza) ; 
0 Jo o Jo 


由 于 OS, S; 是 两 个 自 伴 的 Bilbert-Schmidt 型 算 子 , 所 以 5, + S) 与 S, — S, 也 是 
自 伴 的 Hilbert-Schmidt BHF. S, + So 分 别 是 以 51 (x, t) + 50(2,t) 为 核 的 积分 算 
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F, 而 且 也 是 自 伴 算 子 , (S, 5 52)? 也 是 自 伴 的 Hilbert-Schmidt 型 积分 算 子 , 根据 
式 (6.2.12) 得 


1 1 
tr(Sy + S;y -=f J |sı + sz|2dzldzs 
0 0 


了 一 HO + 83)? — tr(S1 — S2)?), 


I= Tts? + 8183 + $384 + 82) — tr(S? ~ S18 — S58, + S2)) 
一 Ltrs? + 2trS, S2 + tro? 一 trs? + 2trSoS) 一 trS2), 
所 以 ， 
T= 5 (5.5. + trS55,). 


又 因为 S1, So 为 自 伴 的 Hilbert-Schmidt 积分 算 子 , JE H. (818261, bi) = (Sadi, 
Sid.) = (Gi, 935191), 所 以 , 对 任何 完备 直 交 系 (01) 有 


oo 


trS2S1 = 》 (528165, $i) = 》 (bi 518594) = trS1S2 


i=1 t=1 
从 而 得 到 
了 一 tr9192， (6.2.17) 


即 得 式 (6.2.16). 
1 pl 
5,5) = f f 81(21,22)82(25, £1 )dz1dz2. (6.2.18) 
0 Jo 


利用 归纳 法 可 以 证 明 式 (6.2.15): 

(1) 34 K 是 自 伴 Hilbert-Schmidt 型 算 子 时 , 利用 式 (6.2.16) 及 K” = KK”! 
即 可 证 得 式 (6.2.15). 

(2) 34 K 为 Hilbert-Schmidt 型 算 子 时 , K = Kg +iky, K! = (K^-1)g + 
i(K"71),, 再 利用 式 (6.2.16) 和 K” = KK"! 也 可 证 得 式 (6.2.15). 口 
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6.3.1 Hilbert-Schmidt 型 算 子 乘 寡 的 迹 
例 6.3.1 Wt A 是 定义 在 52[0,1] 上 的 算 子 , vf e L?[0, 1], 


Af = f  K(t)dt, (6.8.1) 
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4 也 可 以 等 价 于 积分 算 子 
Af = f | k(z, t) f (t)dt, (6.3.2) 
0 
其 中 , k(.t) = | N ni FH k(z,t) 的 形式 可 知道 4 也 是 Hilbert-Schmidt 型 
算 子 , 而 且 对 VA z 0, 由 (XT 一 A)! 存在 有 界 知 , A € p(A), 并 且 
np. ol * r— n—i 

A= n (x — t) f (t)dt. (6.3.3) 

所 以 tr4 = 0. 


如 果 A 是 定义 在 Hilbert 空间 X 上 的 Hilbert-Schmidt MEF, 1,--- Ase 
是 4 的 特征 值 , 则 称 


v(A) 
D4() = det(I — A4) = [[Q0 - dd.) (6.3.4) 


s=l1 
ARF 4 的 特征 行列 式 (characteristic determinant), 其 中 v(A) 表示 算 子 4 的 特 
征 值 的 个 数 (包括 重 数 (几何 )), 0 < v(A) « oo. 
考虑 定义 在 L2[0,1] 上 以 k(x, t) 为 核 的 Hilbert-Schmidt 型 积分 算 子 


Af = f pas) (dt, Vf e L210,1], 


IEH, kat) 满足 f [ eot asa < o. 根据 积分 算 子 理论 ， v5 € p(A), 
0 0 
Vg(z) e L?[0, 1], 方程 f(z) 一 AAF (z) = g(x) 的 解 


1 
f(a) = (I—A)~9(2) = f r(z, t, d)g(t)dt, (6.3.5) 
其 中 , r(z 52) 为 预 解 算 子 的 核 
T(z,t,4) = T. (6.3.6) 
v(A) 
D* (x,t, A) = k(z,t) + M 5 6s (m, t)", (6.3.7) 
n=l 
k(z,t) k(x,sı) --- k(x, Sn) 
2343» pl 1| k(s1, 0 e k(81, Sn 
aan- f «f ^ 9 . i én) dsids2 :..dsn, (6.3.8) 


k(sn,t) k(sn,s1) © 0 
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v(A) 
D*(A)=1+ $. nà”, (6.3.9) 
n=2 
0 k(zi 223) © k(£1, £n) 
217 pl 1| k(z2, 0 eoo (ve, Zn 
a= | -f (am) C Gase) | gna... des. (6.310) 
n 0 0 : : : 
k(zx4,z1) k(an,t2) ++: 0 


这 里 的 D*(A) 是 方程 f(z) — AAP (x) = g(x) 的 Fredholm 行列 式 (Fredholm deter- 
minant, regularized characteristic determinant). D*(A) 是 一 个 关于 A BUSEeR Ac, 也 
可 以 展开 成 无 穷 积 的 形式 


v(A) 
D*()-2 [[a-»e", (6.3.11) 


s=1 


其 中 , A, 是 f(x) — AAS (2) = 0 的 特征 值 . 
定理 6.3.2 Wt T JÉXE XE Hilbert 空间 X 上 的 Hilbert-Schmidt 型 算 子 , Wt 
Xe 是 工 的 特征 值 , 则 
v(T) 


T” = M X, n22. (6.3.12) 
s=1 


证 明 ”由 引 理 6.2.2 知 任 一 Hilbert-Schmidt 型 算 子 均 与 唯一 的 具有 平方 可 积 
核 的 积分 算 子 等 价 , B T e A: L210,1] > 0,1), 其 中 


1 
Ar- | kæft fer, 
0 
I 1 

2 

而 且 n f |k{z, t)|^ dadt < oo. 
下 面 证 明 
-2 In D*(A) = 2 wa rv}, (6.3.13) 

其 中 , D*A) 是 算 子 A 的 Fredholm 行列 式 ， 


1 1 
Wn, -f -f k(x1, za)k(z2,23) +++ k(£n, T1) dr1 +++ dap. 
0 0 
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(1) 当 k(z, t) 是 一 个 有 界 核 , Hz =t 时 , K(x,t) =0. > 


k(zi,z2) … K(21,2n) 
mn fl ıl 天 ， 0 .Kk „En 
Ön = | -f e a) . (r2 7) dzidzs :- .dzn, 
k(r,,z1) k(za,z2) --- 0 
则 
2e 
-I np” LS NN 
i+ n 
而 且 -nD ) 是 和 的 整 函数 , 并 且 有 展开 式 31:20 1. 比较 系数 得 
n=2 
Wy = —207, Ws — —303, Wi=—404- 203, >, 


1 1 
Wn = n tt |J K(21, x2)k(z2.23) t -k(an,21)da, t -dEn 
1p 
(2) 当 ko) 是 一般 的 积分 核 , B. | [Ies Of dade < oo 时 , 由 于 klet) 是 
o Jo 
平方 可 积 的 , 故 存在 一 个 有 界 序列 kala, t), 使 得 
Í L |k(z,t) — E (x, t)|^ dxdt < oo. 
每 个 有 界 kele, t) 对 应 相应 的 oD, 由 ot? 的 构造 可 知 , o 一 o, ui? > wn, 而 
每 个 
Dr = [ ef EO (a1, z3)k (zs. z3) KO (tq, zajdzi dz, 
1 1 
故 wn = im wv? = f -f k(£1, z2)k(£2, x3) .… k(£n, T1)dz1:… dzn. 这 就 证 明 
0 
Txt (6.3.13). 据 此 可 得 


d * d " AXs 
BDA) = -a [e AAs)e 


= 4 mn — AAs )e* 


d 
= Y (>: J xd, (6.3.14) 
n=2 \s=1 
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比较 式 (6.3.13) 与 式 (6.3.14) 得 wn = XAL, Tli tr T^ = wn, tr T^ = V AY. 
s=1 s=1 
定理 6.3.3” 设 了 是 定义 在 Hilbert 空间 X 上 的 Hilbert-Schmidt HAT, T 
只 有 一 个 谱 点 — 0, WT 的 所 有 寡 次 的 迹 等 于 0, B trT” = 0( > 2). 
证 明 ETRE NRA As = 0, 则 根据 


oo 


D*A) = [[G se” 


s—l 


p. ` d * = na 
可 得 D*A) = 1. AREA 0 = -g nD") = 2 unà 1, 因而 w = 0(n > 2), 故 


trT” = O(n > 2). 口 
6.3.2  Hilbert-Schmidt 型 算 子 根子 空间 系 的 完备 性 

定理 6.3.4 — WT BE NEMS Hilbert 空间 X 上 的 Hilbert-Schmidt HAF, 
E T = Tr +iT; = Tr+iTs (te = Tp = jT T») Tj = Tg = ac -). 其 中 
号 , WAT T 的 根 空间 在 R(T) 中 形成 的 一 个 完备 系 . 上 述 完 备 系 再 加 上 Tf = 0 
的 解 空间 的 一 个 基 , 形成 了 空间 X. 的 一 个 完备 系 . 

WEBB $ Di 表示 了 的 根 空间 GERANEAN ERREA 
包 )， 并 设 X =D, @ Do, D; 与 Dı HA. 

由 定理 6.1.6 可 知 , 要 得 到 定理 的 结论 只 需 证 明 Ts, = T*|p, 20, 其 中 T 是 
T 的 共 轿 算 子 . HTS, = A-iB, AB 是 自 伴 算 子 . 

不 失 一 般 性 , 假设 Tr, Tr 均 为 正定 算 子 , 即 对 Vf € X, (Taf,f) = R(Tf, f) > 0, 
(Tr f, f) = S(T f, f) 2 0, W A, B 也 是 非 负 算 子 , 这 是 因为 ve € Ds, 


(Ag, g) - R(T5,9, 9) = R(T*g, 9) = Rg, T9) 
—R(Tg, g) = R(T g, g) = (Trg, 9) 2 0, 
(Bg, g) 2 -S(T5,9,g) = —S(T*g, 9) = —S(g, T9) 
—S(Tg, g) = S(Tg, g) = (Trg, g) 2 0. 
由 于 Th, RASA, 所 以 tr(T5 )? = 0. 设 向 … ,加 …: 是 自 伴 算 子 B 的 特征 
向 量 所 生成 特征 空间 的 规范 正 交 基 ， 
tr(T5,)? = 》 (TH 0s, $s). 


s 
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S((Th,) bs, bs) = S((A —1B)ós, (A +iB)Gs) = —2A. (465, bs), 
HT A2Z0,B 20, PUA, 2 0, 而 又 由 


0 = Str(TH,)? = -2 》 As (Aps, ba) 


As(Aós; ds) 一 0， S 一 L2, 


下 面 证 明 A,—0,5—1,2,-. 车 不 然 , 不 妨 设 3A0 A 0, 但 由 A2 (A00, 90) = 0, 
可 知 
(A90, #5) = 0, 
而 又 由 于 o? 是 B 的 对 应 Ao 的 特征 向 量 , 90 4 0, A 是 非 负 的 ， 
(A390, A242) =0, APG? — 0, 
所 以 , Ads = 0, 从 而 
T5,0; = Adj — iB¢s = —iàs $s- (6.3.15) 


又 因为 Th, 只 有 零 谱 点 , A (6.3.15) 说 明 iA 也 是 T, 的 谱 点 , 矛盾 . 所 以 
As = 0,s=1,2,.…. 

再 证 明 D, 在 R(T) 中 完备 . HF A. = 0(s = 1,2,…), B 是 紧 自 伴 算 子 , 则 
B=0. 从 而 T5, = A 是 一 个 自 伴 算 子 , 而 T5, 只 有 零 实 谱 , HY, Th, = 0, 根据 定 
38 6.1.6 可 知 , Di 在 R(T) 中 完备 . 

最 后 说 明 , Di U N(T) 在 X 中 完备 , 其 中 N(T) = (feX | Tf = 0}. 只 需 证 
明 , Di 的 直 交 补 Ds 包含 在 NOD) P. Vf e N(T), 0-5 Tf = Taf TiTrf, 又 由 于 
Tr, Tr 非 负 , 所 以 , Ta 了 == 0, Tr f = 0, 从 而 


T* f = Tnf — iT; f =0, 


f © N(T*), 反之 亦 然 , 故 N(T) = N(T*). 又 由 于 R(T) @ N(T*) = X M Dy C 
R(T)+, 所 以 , Ds C N(T*) = N(T). 因而 Di UN(T) Æ x 中 完备 . 口 
ibi 定理 中 条 件 Tr, T, 不 变 号 是 必要 的 , 缺 一 不 可 的 . 
例 6.3.5 ”定义 在 L2[0,1] 上 的 积分 算 子 


Ar- |/ fd, 0<z<l, 
0 
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x 1 
则 Arf = (4+4")=3(/ fà | fas ;/ f(t)dt, 从 而 


=3 
(Anf. f) = " 3 [50 dt f(@jac) =; " rox 


但 A; 变 号 , Di Æ R(A) 中 不 完备 , A 只 有 零 谱 点 
定义 在 L?[0,1] 上 的 积分 算 子 B: Vf € L?[0, 1] 


> 0, 


例 6.3.6 
Bf = FE at 0<z<l, 
o (x-— t)? 
则 
1 fq 
Brf = ;/ (x —t)3 
从 而 
* FF(E) 
Bathi | OEE atag, 


但 (Brf, f) 885, D, YE R(B) 中 不 完备 
(A 
例 6.3.7 定义 在 L7|[0,1] 上 的 积分 算 子 C: Vf € L?/0, 1] 


注 2 Tr, Tr 的 符号 只 有 有 限 个 特征 值 改变 , 其 余 情况 不 变 号 , 结论 也 不 成 立 
cr = ] &-9r9« 


则 

1 
Crf=5 f i-re) 
z, 其 中 m 是 方程 tan = : 的 实 根 . HA 
), 其 中 n 是 方程 


算 子 CR 只 有 一 个 正 的 特征 值 和 6 
BASATE, Aei = o o Aoc — lh 
1 
-= 的 正 根 . C7 = l i/ (z — t)f (dt, Cr 是 有 限 秩 算 子 , 有 两 个 非 零 的 特 
C 的 特征 系 及 其 共 酸 所 生成 的 子 空间 在 RC) 中 不 完备 . 


tan ; = 
Lr, de 
下 面 介绍 另 一 个 完备 性 定理 


1 
TA 
定理 6.3.8 tT AXE XE Hilbert 空间 X 上 的 Hilbert-Schmidt 型 算 子 , 3 
Vf c X, (6.3.16) 


二 次 型 
D(F) = (T^f, f), 
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的 值 包含 在 某 半 个 平面 内 , 或 者 Jo > 0, 使 得 
S(el" D(f)) > 0, (6.3.17) 


则 T 的 根 空间 在 R(T?) 中 完备 . 

证 明 ”不 失 一 般 性 , 假设 T? 的 虚 部 是 正定 算 子 . 若 不 然 , 可 以 考虑 算 子 ei 和 了 . 
^ Di ÆT IHE, X = D1 @ Do, Ds 与 D, EX. 只 需 证 明 , Vh € X, T?h € Do 
即 可 . 由 于 T$, 只 有 零 实 谱 , BU tr(T%,) = 0, AT, 


tr(T5,)? = 0. 
又 因为 T? 的 虚 部 是 半 正 定 的 , 即 O(T? YS, f) 2 0, Vf e X, 所 以 
0 < S(7?f, f) = S(J,T?f) = S(,(TY*f), Vf € Da, 
HI (T5)? = (T*'|p, 的 虚 部 是 负 半 定 的 ， 又 a9(T5,) = 0, 从 而 S(T5,)? = 0. 
所 以 , (T%,)? = (T*P|p, = RT), Bl (T5, 是 自 伴 算 子 , 而 且 只 有 零点 谱 , 故 


(T5,)* = 0. 对 于 任意 的 h E€ X,g € Do, (7T?h,g) = (h, T"T*g) = (h, (T5,Y9) = 0, 
得 T?h € D1, 由 定理 6.1.6 M, Di 在 R(T?) 中 完备 . 口 


6.4 耗 散 算 子 及 其 根子 空间 系 的 完备 性 


设 x 是 Hilbert 空间 , A 是 XX 上 的 线性 算 子 , 引入 一 类 新 的 算 子 . 
定义 6.4.1 BAZ Hilbert 空间 X 上 的 线性 算 子 , 若 对 于 任意 的 y € D(A), 
恒 有 
S(Ay, y) > 0, (6.4.1) 


WWE A 为 耗 散 算 子 (dissipative operator). 
若 4 是 X 上 的 有 界线 性 算 子 , 则 4 是 耗 散 算 子 的 充分 必要 条 件 是 4 的 虚 部 


1 
Al = Ag = 5 (A - A") (6.4.2) 


是 非 负 的 . A 的 实 部 为 Ag = Ag = 3(4 + A*). 

定义 6.4.2 F 4 与 4* 具有 共同 的 不 变 子 空间 D(# (0), YE D E A— A*, 
BU Alp = A*|p, 则 称 4 为 非 简单 (nonsimple) AF, 否则 称 A 是 简单 (simple) 算 
T. 如 果 一 个 紧 算 子 没有 非 零 的 特征 值 , 则 称 这 个 算 子 为 Volterra AF. 

(1) 4i A 是 非 简单 算 子 , 则 存在 X 关于 4 和 At 的 非 零 的 最 大 子 空间 Dy = 
D(A), 在 Dy 上 ,4=4*, 称 Du 为 4 的 平凡 子 空间 . 
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(2) 若 A 是 简单 算 子 , 则 Dy = {0}; F 4 是 自 伴 算 子 , 则 Dy, — X. 
(3) Vf € Dm, A” f = (A*)" f, Dm(A) = Dm(A*). 
(4) 任何 有 界 的 非 简单 算 子 4 对 应 一 个 唯一 分 解 

X =D, 6 Da, (6.4.3) 


HE Dy (A) =D, E, A= A5; 而 Alo, 是 简单 算 子 . 

(5) 对 一 个 耗 散 算 子 4 而 言 , 一 个 非 零 的 平凡 子 空间 Dz(4) 与 4 的 最 大 不 变 
子 空间 重合 , 并 且 App, 是 一 个 自 伴 算 子 . 

事实 上 , 在 Dy E, A = A*, W hlp 是 一 个 自 伴 算 子 . 设 Di 是 A 的 不 变 子 
空间 , 并 且 Alp, 是 自 伴 的 , 则 vf € Di, (Arf, f) = S(Af, f) = 0. 又 由 于 SA 非 负 ， 
所 以 SA|p, = 0, Ar|p, = 0, 从 而 


Af=A*f, fe€Di, (6.4.4) 


所 以 , Di C Dy(A). 

(6) 一 个 紧 耗 散 算 子 的 平凡 子 空间 与 算 子 所 有 实 特 征 值 (如 果 零 是 特征 值 , 也 
包含 零 特 征 值 ) 对 应 的 特征 向 量 线性 包 的 闭 包 重合 . 

引 理 6.4.3 Wt A 是 一 个 线性 耗 散 的 紧 算 子 ，Di 表示 所 有 根 向 量 线性 包 的 闭 ， 
# Da = Di # {0}, 则 PAP; YE D 上 是 一 个 简单 的 耗 散 Volterra AT, 其 中 P) 
Æ X $8 D, 上 的 投影 算 子 . 

证 明 A EX BRET, 4 = Ap, D, = X o Dy(A), 其 中 , Dul) 
是 关于 A, 4* 的 最 大 不 变 子 空间 , Vf € Du(A), Af = A*f. 由 (5) 和 (6) 可 知 
Dı > Dy, 则 Da C Dh, A= Alp, 是 简单 耗 散 算 子 . 所 以 , Alp, 是 一 个 简单 耗 散 算 
T. 即 PAP, 是 一 个 简单 耗 散 算 子 . 

由 于 Di 包含 4 的 所 有 根 向 量 , 在 Do = X -D E, A 只 能 有 零 特 征 值 , 故 
A|p, 是 一 个 Volterra 算 子 . 

综 上 所 述 , PoAPy 是 一 个 简单 的 耗 散 Volterra 算 子 . 口 

(7) A 是 定义 在 X 上 的 一 个 线性 耗 散 算 子 , Dy, 是 4 的 平凡 不 变 子 空间 , 根据 
上 面 讨论 , X = Dy © Do. HF 41 = Alou; 42 = A|p,, W Ar 是 一 个 定义 在 Dm 
上 的 自 伴 算 子 , A; 是 定义 在 Do 上 的 简单 耗 散 算 子 , H 

A = A1 Ð Ao. (6.4.5) 

定理 6.4.4 A 是 定义 在 Hilbert 空间 X 上 的 一 个 线性 耗 散 紧 算 子 ， 并 且 

trA; < oo, 则 A 的 根子 空间 系 Di 在 X 内 完备 的 充 要 条 件 是 


v(A) 
>》 9A;(A) = trAz, (6.4.6) 
g=l 
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其 中 , A; 是 A 的 特征 值 , v(4) 是 特征 值 的 个 数 (包括 重 数 (几何 )). 
WEBB ”必要 性 . GP 4 的 根子 空间 系 Di 在 X AXA, 在 D1 内 选取 一 组 规范 
正 交 基 (w,), 使 得 


(Aw,,wj) = Àj, 


(Arw; > w;) 一 SA;, 


所 以 
trAr = »» (Arw;, wj) 一 SEV 
j=l 


j=l 
充分 性 . id Do A 4 的 所 有 非 实 特征 值 对 应 的 根 向 量 线性 包 的 闭 集 , 设 4 = 
Alps; I C Dg 是 Do 内 规范 正 交 基 ， 使 得 


rus u) Ls (2) = > SA 
j J 


HX (6.4.6) 得 


X rus, uj) = trAr. 
j 


由 于 Ay dE fA, 所 以 , 在 Dz = X — Do 上 ,4r=0, 从 而 
Af=Arf=A*f, Vf e IX. (6.4.7) 


从 式 (6.4.7) 得 到 A YE Di 上 是 自 伴 算 子 . 

E 4 是 一 个 简单 算 子 , 则 Di = {0}. 若 4 是 一 个 非 简单 紧 算 子 , 则 在 Dt 上 
存在 4 的 一 个 完备 的 特征 系 . 综合 上 述 两 种 情况 , 结论 正确 . 口 

上 述 结论 应 用 在 积分 算 子 上 可 得 如 下 结论. 

例 6.4.5 W k(t,s) 是 一 个 Hilbert-Schmidt 型 核 , K 是 定义 在 La, b] 上 由 
k(t, 5) 为 核 生 成 的 积分 算 子 , 设 kr(t,s) = (k(t, s) 一 k(t,s))/2i 是 一 个 对 称 的 非 负 核 ， 
满足 


s-z f [ [2h — |t — s|] kz (t, s)dsdt < oo, 


则 积分 算 子 KK 的 根子 空间 系 在 Lla, b] 中 完备 的 充 要 条 件 是 
>》 SA = 5, 
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b 
其 中 , X 表示 K 的 特征 值 , 5 -f kr(t, t)dt = trKy. 
推论 6.4.6 W A — Ar+tiAr 是 定义 在 Hilbert 空间 X 上 的 算 子 , 47 BAR 
RAF ARES, Ag ERAT, 则 A 的 所 有 非 零 点 谱 对 应 的 根 向 量 的 线性 包 的 闭 
在 R(A) 中 完备 
定义 6.4.7 C(X) 表示 Hilbert 空间 X 上 所 有 紧 算 子 的 全 体 , Cy,(X)(0 < 
p < oo) 表示 C(X) 中 所 有 满足 》 | 和 (4)|?”< oo 的 算 子 A 的 全 体 , 其 中 {3,(4)} 


ERT A 的 特征 值 . 显然 , C1(X) 是 所 有 具有 迹 的 紧 算 子 , 也 称 为 核算 子 (nuclear 
operator), C2(X) 是 所 有 的 Hilbert-Schmidt 型 算 子 全 体 . 
K€ Ci(X) 是 一 个 核算 子 , K 的 特征 行列 式 


v(K) 
Dx(p) = det(I — pK) = | [ (1 — uu; GO). (6.4.8) 
在 C 的 任何 紧 子 集 上 一 致 收敛 , 所以, Di (u) 是 4 的 整 函数 . 
对 于 一 个 Hilbert-Schmidt 型 算 子 K € C2(X), K 的 Fredholm 行列 式 


v(K) 
Di(u) = I à — maj) es. (6.4.9) 


E C 的 任何 紧 子 集 上 一 致 收敛 , 所 以 , Dy (1) 也 是 u 的 整 函数 . 
| 设 S 和 Te B(X) #X LWAREBT, S-T e Ci(X) 是 核算 子 ， 如 果 
, Zo(T), PAF 1 — ur 在 空间 X 上 有 有 界 道 , 则 


(I — pS) — pT) = 1 —p(S —T) — yuT) 1, (6.4.10) 
所 以 (S — T)U — uT) 也 是 核算 子 , 其 特征 行列 式 
Dasr(M = det[(T — nS) — uT) ?] = det (T - a(S —T)u — uT) ) (6.411) 


BARS 了 EHT K =S—T 摄 动 下 的 特征 行列 式 . 
注 1 BR, ACO(X) Nu 


D'^,(u) = DA(u)e"*^; (6.4.12) 
v(K) 
[Dal < [[ Ins; CA), (6.4.13) 


j=l 


其 中 , s,(A) 是 算 子 |A| = (4*4) 的 第 5 个 特征 值 . 
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注 2 4ecz(Z), U 


|D} (u)| < e? AA, (6.4.14) 


事实 上 ， 


v(A) v(A) 
[ID (1) = Hi [1 — uA; [222% HAs) 一 IIa — 2R(UA;) + (uA; )2)e? G2). 
37=1 j=l 


MAA lta <e, 所以， 


v(A) 2 (A 2 
lel? 27. Il 
|D (e)? < Te CHRIS) (HAZ)? eR) =e 75 


而 又 由 于 
v(A) v(A) 
Do P edt = (A*A) 
j=1 


其 中 s, (A) 是 (4*4)? — 故 
|D^ (u)] < eI C7 a) 
is 4X STeoO(X)Jll Dsjr(u) = Ds(u) 


Dr(p) 
定理 6.4.8 2 4, Be C2(X), WHAT I-C=(1-AU-B)# 


D&(1)e ^P = p* (D$), (6.4.15) 


其 中 ,C=A4+B- AB. 
证 明 ”由 于 AQB € C2(X), 并 设 (05) dé X 的 任意 规范 正 交 基 , 则 


(AG, fa) 
D'4(1) = Jim n det [dx - (A95, de) Pe 


均 为 有 限 秩 算 子 , mE, 


An = $(,4;)46; — A, Br 一》( 册 )Bg >B (n— oc), 


j=l j=l 


> (A9,,0;) 
D, (1) = det[6i — (Adj, du) Pe” = Da, (1)e*^", 
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Y. (B6, .;) 
D$, (1) = det[6 — (Boj, óx)] re^ = Dp, (1)e* P», 


JF A 
D3 (1)D5, (1) = Da, (1)Dp, (1)e" (^»* 8), 


MAT Da, (DB (1) = De, (1), 其 中 Cn = Pa C Pa = An + Bn = An B4, 所 以 


Da, (1) DB, (1) = Do, (1). 


从 而 
D4, (1)D5, (1) = Do, (1)e* en) 
=D% (1)e- (Ant Ba - An Bu) ett(An+Bn) 
= Dj, (Dyer). 
在 上 式 中 , 34 n 一 oo 时 , 便 得 结论 . o 


定理 6.4.9 VE SAT Æ Hilbert-Schmidt MET, 使 得 S T 是 核算 子 . £ 
1 
u g o(T), pul 


D* 
Dsyr(u) = et) (6.4.16) 
T 


WEBB ”根据 式 (6.4.11) 和 式 (6.4.12) 及 定理 6.4.8, 简单 计算 便 得 结论 . 口 
定理 6.4.10 ”定义 在 关上 的 有 界 耗 散 算 子 4 的 谱 包 含 在 闭 的 上 半 平 面 SA > 


0, MAX YSA < 0, 有 1 


A—AD-!|x 一 A, 
(a-a | < Sy (6.4.17) 


证 阴 — Vr € X, VSA <0, 
S[(Az, z) — A(z,z)] = (Aga, £) — SA(z, 2) > |SA[(z, 2). 
车 |x| — 1, 则 
(A — NDzll > |((A — A7), £)| > [SA] (z, £) = [SA]. 
根据 上 述 两 个 不 等 式 便 得 定理 的 结论 ， n 
定理 6.411. B 9 和 了 是 有 界 耗 散 算 子 , 使 得 K —S —T ERAT, 则 对 于 


任意 go € (0, 2), 极限 


In|D i8 
lim PPs l _ 0 


pooo p 


关于 6 在 区 间 (F 65,7. + 60) E-B. 


(6.4.18) 
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证 明 ”根据 的 定义 可 知 
Dsyr(u) = det[((1—uS) —uT) | = det -n(8—T)( —uT)-)) = det(I— pK B(p)), 
其 中 , B(u) = (I - wT), 用 si(C) 表示 算 子 |C| = (C*C)? 的 第 7 个 特征 值 , 则 根 
据 式 (6.4.13) 得 
lperr(oIsTIa + lalss(K BOD). 


j=l 


另外 , 根据 定理 6.4.10, 对 Sy > 0, 有 


lB (WII = IIT -75I < NA) = Sai’ 


即 对 Vu = pe (0 < 0 < x), 有 


|B(u)| -二 


7 sin@ 


从 而 ， 


s,(K) . 
. < 2 = wee, 
s;(AB(u)) = sin 0 ? J 1,2, 


所 以 ， 


i 7 K) = A)\ s£s È sK) 
IDsr(oe?)| < [I (: + £5 E < I (1 + æl EE xa 


sin 0 sin ô 
j=l 
由 于 K = 5 -了 是 核算 子 , 》、sj(K) MXM, 所 以 ， 
j=l 


lim sup In Dsyr(pe^)l «0 
pum p 
5 和 了 都 是 有 界 耗 散 算 子 , 交换 S RIT, 根据 Dsyr(u) 的 定义 有 In|Ds;r(u)| = 
—In [Drs (u)|, 故 结论 得 证 . H 
定理 6.4.12 Wt A 是 定义 在 Hilbert 空间 X 上 的 一 个 简单 算 子 或 紧 算 子 , H 
Ar € (X), WAT 4 的 特征 值 {和 ;} 满足 


> I8A;0I = [Ar [ > 2 (6.4.19) 
J j 


的 充 要 条 件 是 4 具有 完备 的 根 向 量 系 , OA 能 分 解 成 两 个 耗 散 算 子 的 直接 差 . 其 
中 , (oj) = ea(Ar). 


6.4 “ 耗 散 算 子 及 其 根子 空间 系 的 完备 性 . 199 . 
证 明 ”充分 性 . 著 条 件 @ 和 条 件 @@ 成 立 , H A= A — Ax(A = A © Ag), 则 
A1, Ao 在 相应 的 子 空间 上 也 具有 性 质 @), 由 定理 6.4.4 可 知 


> SAi(4r) = tr(As)r, k =1,2. 
3 


X ad(4) = oa(A1) U ea( 43), JH 
lAr = KA + ICI): - 


由 此 得 公式 (6.4.19). 
必要 性 . 设 对 于 算 子 4 公式 (6.4.19) 成 立 . 用 Da 表示 A 的 所 有 非 零 特征 值 
对 应 的 根 向 量 的 线性 包 的 闭 , 设 {w;} 是 DA 的 一 组 基 , 并 且 满 足 


(Arw;,w,) = SA,(A), j712.:- , 
从 而 
2 Arw w;)| = 14r， 
4 Do = Di, BU 是 定义 在 X. 上 的 算 子 满足 : Vf € Do US = f, Uw; = &w;(j = 
12,-..) 其 中 


1, _ SA)(4) > 0， 
dj; =sgnSAj(A)=¢ 0, GA,(A) = 0， 
—-1, SA; (A) < 0. 


ERAT UA, 是 非 负 的 , 在 Do E, UA; = 0. 又 因为 Do, Da 是 算 子 Aj, Ap, A, A* 
的 不 变 子 空间 , 而 且 Arf = 0,Yf € Do, 因此 , A 在 Do 上 是 自 伴 算 子 , 而 且 A 在 
Do 没有 非 零 特征 值 . 所 以 ， 


ADo = 4pDo = (0). 


根据 上 面 讨论 显然 有 A 的 根子 空间 系 是 完备 的 . 
HAT U 的 定义 可 知 , AU 是 自 伴 算 子 , 所 以 , U 与 A, 是 可 交换 的 , 即 


UA; = ArU. 
AF Da 中 的 基 {w}, BF 4 对 应 的 一 个 三 角 和 矩阵 


((Awk,w;)]jk-— [aj], ajk =0, jk. 
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同样 在 基 {w} 下 , 算 子 Ar 对 应 一 个 矩阵 [hjx]x, 其 中 ， 


Qjk . Qjk . 
hy, = k. Aga = 一 全 k. A. 
jk oi" J«f, gk Dj J^ (6.4.20) 


SET UA; 5 AU 分 别 对 应 如 下 矩阵 : 
[Shyr], [Ayr Ou. 
AT U 与 A, 是 可 交换 , 则 5;hjk = hjkóx. 从 而 
hi —0, 0; 天 ok- (6.4.21) 
根据 式 (6.4.20) 和 式 (6.4.21) 可 得 
550; = ajkôk. 


所 以 , U 5 4 也 是 可 交换 的 , BI AU = UA. X 


显然 PQ 是 两 个 投影 算 子 , MH PQ =QP=0,P+Q=I, A An Ar DHS P,Q 
可 交换 . 令 
| A, = PAP = PAgP +iPA/;P, 
—Az = QAQ = QAnQ + iQAj;Q, 

WW A = A; — Ao. 又 由 于 UA; 非 负 , 所 以 , PAIP 和 —QA,Q 是 非 负 的 , 故 Ai, Ao 
是 耗 散 算 子 , 并 且 4 能 分 解 成 这 两 个 耗 散 算 子 的 直接 差 . oO 

定理 6.4.13 A 是 定义 在 Hilbert 空间 X 上 的 一 个 线性 耗 散 紧 算 子 ， 并 且 
A eCi(X), WA 的 根子 空间 系 Di 在 X 内 完备 . 

证 明 AT $0 Xi(4)=tr4=tr4a+itr4r, 所 以 ， 


》 SA, (A) = trAy, 


J 


由 定理 6.4.4 便 得 结论 . 口 


6.5 增生 算 子 


定义 6.5.1 了 人 是 Hilbert 空间 X 上 的 线性 算 子 , # vu e DT) 有 R(Tu, u) > 
0, 则 称 T 是 增生 算 子 (accretive operator); # Ja > 0, T + al 是 增生 算 子 , WET 
是 拟 增生 算 子 (quasi-accretive operator). 
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4 T Æ Hilbert 空间 X 上 的 有 界线 性 算 子 , M T 是 增生 算 子 的 充分 必要 条 件 
是 了 的 实 部 Tr = Tr = 5(T* + T) 非 负 

车 了 是 对 称 算 子 , Vu € D(T), (Tu, u) 是 实数 , 则 工 是 拟 增生 算 子 的 充分 必要 条 
件 为 @(T) = {(Tu,u) | u € DT) 是 下 有 界 的 . 若 vu e D(T) 有 (Tu,u) > *|lull^, 
称 工 是 下 有 界 或 下 半 有 界 的 , WA T >y 所 有 具有 以 上 性 质 的 7 的 上 确 界 称 为 了 
的 下 界 . 类 似 还 可 以 定义 T 的 上 界 . 对 于 一 个 稠 定 的 线性 算 子 T, WR OT) z e, 
W T SRY A. 

由 此 容易 得 到 以 下 结论 . 

性 质 6.5.2 ” 稠 定 的 增生 算 子 T 是 可 闭 的 且 它 的 闭 包 也 是 一 个 增生 算 子 . 

因此 , 我 们 通常 考虑 闭 的 增生 算 子 . 设 了 e LX) 是 增生 算 子 , ACT) BART H 
正则 域 之 外 的 区 域 , 半 平 面 (A | RA < 0) 在 ACT) A, 所 以 , 对 于 RA £0, TAL 
一 个 半 -Fredholm 算 子 , null(T — AI) = 0, H def(T — AI) = 常数 . 

47 RA < 0, def(T — AI) = 0, WY {A | RA < 0} c p(T), A 


IKT - AD^] «IRA. (6.5.1) 


定义 6.5.3 ”线性 算 子 Te L(X), 若 人 满足 式 (6.5.1), WHT JE m- 增 生 算 子 
(m-accretive operator). 若 对 于 o > 0, T - o1 是 m- 增 生 算 子 , WRT 是 拟 mm 增生 
fif (quasi-m-accretive operator). 

定理 6.5.4 m-HESET. T 是 稠 定 的 增生 算 子 且 没 有 增生 扩张 . 

WEB] 设 了 是 mm- 增生 算 子 , 入 = 一 a < 0. 由 式 (6.5.1), 对 于 vu € D(T), 


lul? < o^? ICT + aul? = 7? [[Tul? + 2088 (Tu, u) o? lu], 
TR 
0x o^! |(Tu|? + 20 (Tu, u). 


309 0, di R(Tu,u) 2 0, 故 了 是 增生 算 子 . 
下 证 D(T) 在 X 中 稠密 . 假设 D(T) 在 X 中 不 稠密 , 则 存在 一 个 非 零 元 素 v, 
v.LD(T). XF A «04 


0= ((T 一 AI) 1v, v) = (w, (T 7 Al)w), 
这 里 w= (T — AT)-1v. 因为 了 是 增生 算 子 ， 
0 = R(T — ADjw, w) > [RAI fjoll? , 


所 以 , w = 0, 因而 v = 0, 矛盾 , MC DO) dE H PRR. 
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E S ÆT 的 增生 扩张 , 不 失 一 般 性 , 这 里 假设 S 是 闭 的 , 则 对 于 RA < 0, 
(S— AI) 存在 且 为 (T — Al) ! 的 扩张 . 由 式 (6.5.1) WH, A € p(T). Ask, 
(T-A)! 是 定义 在 X 上 的 . 所 以 , S = T. QO 

定理 65.5 ACwtatT TE m- 增 生 算 子 的 充分 必要 条 件 是 对 于 Ac 
in | Ru < 0}, 


R(T — AI) - X. (6.5.2) 


证 明 设 了 是 mm- 增 生 算 子 , GERA < 0, 由 定义 知 R(T AD) =X. 反之 ,车 
RA < 0, R(T — AI) 2 X. 由 性 质 6.5.2 WFE T 的 闭 包 TT, X = R(T — AD). BOO 
T wc D(T), 存在 ve DT), WE (T-M) u= (T - AI) v. Alle, u—v € N(T- AI). 
TU T 是 增生 算 子 , 对 于 RA O0,nul(D— AD) = 0. FU, T =T, 即 T 是 闭 的 ， o 

定理 6.5.6 ET È mm- 增生 算 子 , 则 T* 也 是 m- 增 生 算 子 . 

证 明 ”由 定理 6.5.4 Ad, T* 的 扩张 存在 ， 当 RA < 0 时 , 入 € p(T)， 所 以 ， 
A € p(T*). 特别 当 RA < OW, R(T* — AI) = X. 由 定理 6.5.5 知 , 只 需 证 明 T* 是 增 
ERT. 因为 了 是 可 闭 的 , 所 以 DT 在 X PRB. S u € D (7T*),e > 0, 因为 
R(T +61) = X, 所 以 , 存在 ve D (T), 满足 (T* +enu = (T - eD) v. 


((T* + el)u,u) = ((T + el) v, u) = (v, (T* +eDu) = (v, (T + eI). 
所 以 ， 
R(T*u, u) + € llull? > 0. 


4 ec 04, 则 得 T* 是 增生 算 子 . 口 

定理 6.5.7 (1) 闭 对 称 算 子 T 是 mm- 增生 算 子 的 充分 必要 条 件 为 了 是 自 伴 算 
THT20. 

(2) 闭 的 -对 称 算 子 T 是 mm 增生 算 子 的 充分 必要 条 件 为 工 是 三 自 伴 算 子 , 也 
是 增生 算 子 . 

证 明 (DX T SORT AAAS, 则 集合 WT) 包含 {A| BA «oj. 当 
RA < 0 Hf, def(T — AI) = 0, 由 定义 得 T 是 m- 增 生 算 子 . 相反 , T2o0HTÉ 
对 称 的 m- 增 生 算 子 , 则 当 RA < 0 时 , def(T 一 AJ) = 0. 所 以 , T 是 自 伴 算 子 . 

(2) 若 工 是 十 自 伴 的 增生 算 子 , (A | RA < 0) C II(T), 4 RA < 0 时, def(T — 
AD) = 0. 所 以 ,了 是 mm- 增 生 算 子 . 相反 , BT 是 了 对称 的 增生 算 子 旦 了 是 m- 增 生 
算 子 , 则 当 RA < 0 时 , def(T — AI) = 0. FUT BEST. 口 

定理 6.5.8 S 是 最 大 对 称 算 子 , 则 了 = iS* 是 m- 增 生 算 子 . 

证 明 ”因为 5 是 了 的 最 大 闭 的 对 称 扩 张 , 则 S 的 亏 指 数 中 至 少 有 一 个 亏 指 
数 等 于 零 , 不 妨 设 n;(5) = 0, 则 
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D(T) = D(S*) = D(S) 6 N_(S). 
所 以 , 对 于 ue DT), 有 
u=vtw, vED(S), weN_(S), 


Tu = iSv +iS*w = iSv + w. 


因此 ， 
(Tu, u) — (iSv + w,v +w) = i(Sv,v) + i(Sv, w) + (w,v) + lwl? 
=i(Sv, v) + i(v, S*w) + (w, v) + lwll? 
—i(Sv, v) + 2i9(w, v) + llull? , 
即 有 


R(Tu, u) = |w|l? > 0. 
WT 是 增生 算 子 . 另外 , 对 于 RA < 0, 有 
def(T — AF) = def [i(S* + i7)] = null(S — iA) = 0, 


MAA S(iX) = RA < 0, 所 以 , iX € II(S), 因而 T 是 m- 增 生 算 子 . 口 
定义 6.59 T 是 定义 在 Hilbert 空间 X 中 的 线性 算 子 , 车 T 的 信 域 在 扇形 

5 1 

{re C | Rz 2 y, |arg(z —y) «0 < d 

A, 这 里 yER, 0c [o. z) 则 称 T E ESTE SET (sectorial operator), y RA T 的 顶 

点 (vertex), 0 是 一 个 半角 (semi-angle). 若 T 是 扇形 的 拟 m- 增 生 算 子 , WHT 是 

m- 扇 形 算 子 . 对 于 8 € (-mm, 6 € C, e?(T - 61) 是 mm 扇形 算 子 , 则 称 T. 是 拟 

mx- 扇形 算 子 . 


6.6 无 界 算 子 


6.6. 具有 紧 逆 的 无 界 算 子 
设 工 是 定义 在 Hilbert 空间 X 上 的 稠密 闭 线性 算 子 . o(L) 表示 L 的 正则 集 ， 


p(L) - {MeECIOT-L) € B(X), ROI - D) =X}, (6.6.1) 


而 c (L) 2 CV p(L) RART L 的 谱 . 
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定理 6.6.1 ”对 于 无 界线 性 算 子 L, 车 存在 X € p(L) 使 得 Ry = (1 - D)71 是 
RET, WA 

(1) Ry 有 至 多 可 列 个 特征 值 22,0; 

(2) 算 子 工 包 含有 至 多 可 列 个 孤立 点 谱 (特征 值 )Ua pa …… ,1s,… 一 00, A 
1 -1 
7 Hs 一 A um Às 

(3) VÀ e p(L), AT Ras (M-L 是 紧 算 子 ; 

(4) 特别 地 , 若 R; 是 Hilbert-Schmidt 型 算 子 , 则 Ry 也 是 Hilbert-Schmidt 型 
算 子 ; 

(5) 算 子 工 对 应 于 us 的 根子 空间 Nu = (f € D(L) | (- n1) f 20, n2 1) 


是 和 = 一 ; 的 根子 空间 , 则 Na 与 N 重合 , 即 
Hs — 


Às + À; 


Nu, = Ns. (6.6.2) 
证 明 ”由 关系 式 


L- psl = L-— ÀI — (us — ÀM = (À — us)(L — ADB 


可 得 (1) 和 (2), 其 中 


B = R; —- ——<I. (6.6.3) 
"m 


X VA,n e p(L), A 
R,(L) - RA(L) = (A — p) R.(D) RXCL), 


所 以 , (3) 和 (4) IRZ. 
下 面 证 明 (5). 根据 式 (6.6.3) 中 B 的 定义 , 对 于 f € D(L) > Bf € D(L), fi B. 
(L — ÀAI)Bf = B(L — Af. (6.6.4) 
E fe N,,, 则 存在 n, 使 得 (L — u,I)^ f = 0, 再 由 式 (6.6.4) 可 知 


(A — ps)"(L — AD^ B^ f = 0. 


HIT À € p(L), À- us 40, (L— ÀI) 存在 且 有 界 . 所 以 , B^ f = 0, Bl 


1 n 
R; 一 =I =0. 
( ^ —5!) f 
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由 此 推出 f c N。 从 而 
Np, € Ns. (6.6.5) 


1 zh € D(L), WI R;h € D(L), IMD h € D(L). 


RZ, 车 Bh € D(L), Bl R;h— 
H Vf € N,, B"f =0, HA (6.6.4) 得 
(L — ps T)” f = [(A — us)(b — AD)B]" f = (À — ms)” (L — AD) B^ f = 0, 


这 说 明 fe Npa 从 而 


Nu, 2 Ns. (6.6.6) 


综合 式 (6.6.5) MA (6.6.6) 得 , Ny, = No. a 

定理 6.6.2 Ut A 是 Hilbert 空间 H 中 的 稠 定 闭 线性 算 子 , 若 4 的 预 解 算 
子 全 连续 , 则 4 的 谱 是 离散 的 ; E 4 是 自 伴 算 子 (C- 自 伴 算 子 ), 上 述 结论 的 逆 也 
成 立 . 

证 明 4 是 自 伴 算 子 的 情形 由 定理 2.5.23 和 定理 6.6.1 容易 得 到 . 

A 是 C- 自 伴 算 子 的 情形 由 定理 4.4.6 和 定理 6.6.1 容易 得 到 . 口 
6.6.2” 半 有 界 对 称 算 子 


设 5 是 定义 在 Hilbert 空间 X 上 的 正定 对 称 算 子 , 即 存在 常数 。 > 0, 使 得 
(SAA) > elf, f), Vf € D(S), (6.6.7) 


由 3.23 小 节 中 的 讨论 及 半 有 界 对 称 算 子 的 扩张 理论 知 , 任何 半 有 界 对 称 算 子 都 具 
有 Friedrichs 自 伴 扩张 , 并 且 扩 张 后 自然 保持 其 半 有 界 性 . 
定义 二 次 型 
I(f.g) - (Sf,g), Vvf,g € D(S). (6.6.8) 


V 1(f,g) 是 I(f, g) 的 闭 扩张 , 其 定义 域 DU) c DD, 对 vf,g e DID, Ig) = 
I(f.g). 设 5 是 上 半 有 界 算 子 S 的 自 伴 扩张 , 其 定义 域 D(5) > D(S). BR 


D(S) € D(S) c Di). (6.6.9) 


JH 33 表示 算 子 3 的 平方 根 算 子 , 得 到 如 下 引 理 . 
引 理 6.6.3(Kato.T) BF 5 的 平方 根 算 子 52 的 定义 域 D(S3) 与 D(I) 3€ 


合 , 即 


D($3) = D(Ď, (6.6.10) 
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MH, vf,g € D(S?) = D(D), 
I(f,g) = ($35, $39). (6.6.11) 
证 明 ”为 了 方便 证 明 , 引入 二 次 型 
h(f,9) = ($55,939, vf,g € D(81), 
即 
D(L) = D($). 
由 于 $5 是 闭 算 子 , 所 以 , 也 是 一 个 闭 的 二 次 型 , 定义 
h(f.g) = (3f,9), vf,g € D(S), 
即 D(12) = D(S). 由 83 定义 知 , D(5) c D(53), 所 以 ,对 vf,g € D(S), 
h(f.9) = (f. 9). 
下 证 五 的 闭 包 ni 
h(fg)-h(f.g, Vf.geD(Si) 


W f e D(S?), 存在 {gn} C D(S), 使 得 gn 一 f(n 一 oo), 并 且 92g, 一 $3 f. 这 样 
的 on 存在 , 事实 上 , 设 f = S735, Vh e X 选取 一 个 序列 (s), 使 得 S-2h, 5 h. 
由 于 R($-3) = X, 所 以 


在 此 , gn = Shy € D(S), Sign = $-3h, > h = S3 f. 
根据 gn 的 选取 , 则 


Al A1 2 
$39, — 835, 一 0. 


12(9n — Gms In — 9m) = (S(9n — Jm), (Gn — 9m)) = 


所 以 , f € D(is), b. f) = (S $if,8 Šf) = D(f, f), 而 且 (f, g) = h(f.g), Age 
D(Ís). 因为 五 是 闭 的 , 则 Dh) = D) = D(S3). 所 以 ， 


I(f.g) = h(f.g) = la(f.g, Vf.ge D(S?) = D(i), 


A D(is) = D(I). & D) = D(I), W D(f, g) = I(foeg), vf,g € DD . o 
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引 理 6.6.4 W 5, MS, 是 两 个 半 有 界 对 称 算 子 , 具有 相同 的 定义 域 D(S), 
D(S) 在 X 中 是 稠密 的 , 假设 vf e D(S), 


Lf, f) = GV, f) < (Sah f) = Df. f), (6.6.12) 


则 
(1) D(S3) = D) € D(h) = D(8$); 
(2 Yf € D(S3) = D(h), 


hf, F) = (8È f, SE) «(Si Sip = BU, P) (6.6.13) 


证 明 ”由 引 理 6.6.3 便 得 . 口 
注 Xe S. 和 So 满足 引 理 6.6.3 的 基本 假设 , WAS N = 925,? BARS 
F, N 在 X 上 处 处 有 定义 ， 


所 以 NT] < 1. 
定理 6.6.5 WL, 5 Za 是 在 Hilbert 空间 X 内 具有 相同 定义 域 D 的 两 个 
MERKET, 对 某 入 = Ao, (Li tile — AoD)D TE X AAAS, 旦 满足 如 下 两 条 件 之 


(1) ET. Li 和 Le YE D. 上 是 半 有 界 算 子 (假设 均 为 下 有 界 ), Li, Lo 和 万 十 万 
的 自 伴 扩张 Ti, Lo fü Li 十 Lz 中 至 少 有 一 个 自 伴 算 子 具有 Hilbert-Schmidt 型 预 
解 算 子 ; 

(2) 对 所 有 f € D, 不 等 式 (Lif, f) - of. f)| 2 —o?(f, f) 成 立 , 并 且 DT, 具有 
Hilbert-Schmidt 型 预 解 算 子 . 

则 非 对 称 算 子 工 = Li + iL2 具有 闭 包工, 工具 有 一 个 Hilbert-Schmidt 型 预 解 
HT, I 的 特征 系 及 其 共 罗 生 成 的 集合 在 x 内 是 完备 的 . 

证 明 ” 先 证 满足 条 件 (1) 结论 成 立 , 不 失 一 般 性 , 假设 L, Lo 下界 为 1, 即 


(Laf, F) 2G f) Ga f) f (6.6.14) 


并 设 Lı +L: 具有 Hilbert-Schmidt 型 预 解 算 子 . 

首 : 先 证 工 = Ly +i 的 闭 包 是 Hilbert-Schmidt 型 预 解 算 子 . Yt M = L F Ls, 
N= Li M-32, M 具有 Hilbert-Schmidt 型 预 解 算 子 , M-1 FE, 则 M-! 是 Hilbert- 
Schmidt 型 算 子 , M E PERRET, N 是 有 界 算 子 . Vf < DTŻ), N*f- M-3L, 
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M Yf eD, Lf — (Lı +iL2)f, WU 


Lf = (La + ile) f = (Zi + Lo + (i- 1)22)f, 
— (Li + La + (i 1)23)f = (M + (i — 1)L2)f 


由 此 可 以 看 出 M RARIS, 所 以 , M3 具有 有 界 道 , 而 N*N 是 自 伞 算 子 , — < 
p(N*N), 所 以 ， (xex + =) 也 有 有 界 逆 . 令 


B=(i-1)71M2 (wen =!) T M, (6.6.15) 
则 B 是 Hilbert-Schmidt BHT: 
BLf =f, VfeD 
Vf € D, 36 (L — AgI)f — h, W B(L — Aol) = Bh. 由 定理 假设 (L —A0E)D EX W 


稠密 , 由 于 B 是 可 道 的 , 故 (Bh) XE X 内 称 密 . 因而 B 是 紧 算 子 , 所 以 x TE B 
的 特征 值 ( 谱 点 ), 从 而 (I — XoB)-1 存在 且 有 界 , 并 且 


= - XB) !Bh. 


由 (L — AoI)f =h 可 知 , (L — AoI)7! = (1 oB) +B. 
SET. (L-A) WAE L — AgI — L — Aol. HA (L — AgI) : Do X, 


(L — AgI) ! = (I - AoB) 1 B. 


HF B 是 Hilbert-Schmidt 型 算 子 , (I — AB) 1 AR, 所 以 , (I 一 A017)-! 是 Hilbert- 
Schmidt 型 算 子 , (L 一 Ao1) 的 谱 是 离散 的 , 即 都 是 孤立 特征 值 , 也 即 L 的 谱 均 是 孤 
立 特征 值 . 对 于 任意 的 Xe p(L), Ry = (L — AM)! 是 Hilbert-Schmidt BAT. 

其 次 证 明 工 的 根子 空间 系 Di 的 完备 性 . 根据 假设 式 (6.6.14) 可 知 0 ¢ o(L). 
E 0 € o(L), WHE f € D(L), 使 得 Lf = 0, BEE {fn} € DS), 使 得 f, > 
f, Lfn = Lf > 0. 所 以 ， 


Lfn = Lifn + iLof,, (Li fn, fn) — 0, 
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HU (fa, fn) > 0, f = 0, BD A = 0 不 是 特征 值 . 所 以 , L EHE Hilbert- 
Schmidt WAF, L -5 L 的 根子 空间 相同 (EA). 
只 需 证 明 ”的 根子 空间 完备 即 可 . 根据 式 (6.6.15), 有 


T —MV?(N*N(i—1)4 I) MY, 
K=N*N(i—-1)+I, K*—K =-2in'N, 


pO lg pu ly geni 
L => 1_E )- 4M (KKM? 
E SME KOK — K)K* M$? = M3K-IN*NK”* 'M-# 
—--(M-àK-!IN")(M à K N*)' « 0. 
Ly = 30 +E") = SMR eR ud 
-M-5K(I—N'N)K* MX- 二 
Ll 1 一 = p 
MH N — L2M-3, M = 五 十 五, 以 及 式 (6.6.14) 得 , Vf € D(S), 
(Lf, f) < (M f, f), 


(N*Nf, f) (NN f) = (D M- f,T} M31) = (T4M-3 f, MÀ f) 
«(MM EL M3) = (f, f). 


所 以 , (I - N*N) 20, ATi Zp = M- KU — N*N)K*^ M-3 20. 

HFT =o RARE, 所 以 , T MECRERERHE EGO ORI Hilbert 
空间 X 内 完备 , 即 工 的 所 有 特征 向 量 及 其 共 辆 所 生成 的 集 台 在 Hilbert 空间 X 内 
完备 . 

然后 证 明 : 车 万 或 五 是 Hilbert-Schmidt WHF, 则 (D; 12) 也 是 
Hilbert-Schmidt 型 算 子 . 不 妨 设 T, ES Hilbert-Schmidt BHT, M = Lr + Lz, W 
N = ihu-3i BRASS, HAE D(L]) 上 DEM- =NN*,Vhe X, 


Mh = L,?NN*E, *h, 


故 M-! 是 Hilbert-Schmidt 型 算 子 . 同 理 L, 是 Hilbert-Schmidt 型 算 子 , 可 以 推 
出 (Ly + L2)! 是 Hilbert-Schmidt 型 算 子 . 
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最 后 证 明 条 件 (2) 成 立 结论 也 成 立 . 
由 若 Li, Lo 满足 条 件 (Lif, f) - f, P) 2 —-o? (ff). L= Li iba, > 
LO = (1 + i)(Ly + iLg) = (Li — L2) (La + Lz) = LO +i“, 
Wc, LO 在 D 上 均 为 下 半 有 界 的 对 称 算 子 , 而 且 LO LO 2n. BFE 
具有 Hilbert-Schmidt 型 预 解 算 子 , 所 以 LO) + LU) 具有 Hilbert-Schmidt 型 预 解 算 
T. 由 条 件 (1), 关于 LOY 结论 正确 , 即 TE 的 所 有 特征 向 量 及 其 共 罗 在 Hilbert 空间 
X 内 完备 . 口 
6.6.3 ”微分 算 子 中 的 应 用 
定理 6.6.6 FÆR (5.5.1) 中 系数 po,p1,… ,pn 满足 pk(z) = ak(z) +ipk(z)， 
其 中 ak(z), bk(x)(k —0,1,--- ,n) 是 定义 在 区 间 [1, 00) 上 的 实 函数 , 而 且 
(1) ak(z), bx(z)(k = 0,1,---,n) 不 恒 等 于 零 , ak(z), bk(x)(k = 0,1,…,n) 是 
z RRRA, 
ax(z) = cz"? 十 低 阶 项 ，ck > 0， 大 = 0,1,:… ,no 
pr(zZ) = d, zn (0) 十 低 阶 项 ， dy > 0， k= 0, 1, tta 085 
(2) 34 k 4 s 时 , n(k) — 2k 4 m(s) — 2s; 
(3) id k* = max(n(k) — 2k}, s* = max(m(s) — 2s), 存在 且 仅 存在 一 个 有 和 一 
个 s 使 得 


k* —n(k) -2k, s'-— m(s) — 2s; (6.6.16) 
(4) max(m(0), n(0)) > 0, max{m(1),n(1)} > 2, 
WEAF To 是 极限 点 型 的 , 而 且 式 (5.5.1) 生成 的 任何 亲自 伴 扩 张 算 子 T 的 谱 是 离 
散 的 . 
WEB] AT To 是 极限 点 型 的 证 明 见 文献 [101]. 下面 证 明 式 (5.5.1) 的 任何 
二 自 伴 扩张 算 子 T 的 谱 是 离散 的 . 对 式 (5.5.1) 进行 分 解 ， 


hy = So (-1)F (an (a)y)™, r2 1, 
k=0 


lay = 3 (70 (b (a)y)®, x 2 1, 
k=0 


设 Tio, Too, To 是 分 别 由 微分 算式 h, lz l 生成 的 最 小 算 子 , 即 
Tiof 2 h(f), Vf € D(Tio) = C0 [L, 00), 
Tof —la(f), Vf € D(T»o) = C0 [1, oo), 
Tof =f) Yf € DD) = C£? [1,oo). (6.6.17) 
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PRA RUE Tyo, Too, To 满足 定理 6.6.5 的 条 件 (1) 即 可 . 
根据 定理 的 条 件 可 知 Tio, Too, To 是 稠 定 的 对 称 算 子 . 又 根据 条 件 (1) 可 得 到 ， 
存在 常数 y > —oo(i = 1,2), 使 得 


(Troy, 9) > mlvll^, y € D(119), 
(Toy, y) > rallyll?, y € D(T»o), 


从 而 Tio, Tao 是 下 半 有 界 的 , 满足 引 理 5.5.14 的 条 件 (1) 和 条 件 (2). 

由 于 Tio, Too 是 下 半 有 界 的 , 所 以 Tio, Too 的 正则 点 集 非 空 , 即 (Tyo) # 2, 
II(T20) A &. 又 因为 To = Tio +iT2o, 所 以 TI(To) £ Ø, H(71) z e, KKB Ty Æ To W 
Friedrichs 扩张 . Æ T Æ Ty 的 本 自 伴 扩张 算 子 , 则 由 定理 6.6.5 可 知 , H(T) = p(T), 
所 以 , p(T) z @. VÀ € p(T), 集合 R(T — AI) 在 LH, o) 内 稠密 , 所 以 , 定理 6.6.5 
的 条 件 (1) 也 满足 . 

下 面 考 虑 算 子 Tio + Too, D(Tio + Tæ) = D(Tio) = D(Ts0)， 对 于 任意 的 ye 
D(Tio + Tao), 有 


n 


(Tio + Too)y = hy + ley = 3 (71)  (ax(x) + bs (z))y 9]09, 


k=1 
由 条 件 (1) 可 知 , 存在 X > 1, 使 得 当 x © [X,00) 时 ， 
a(x) + bk(z) 20, k—0,12,---,n. (6.6.18) 


用 (Tio + Too), x; (Tio + T20)(x,oo) 分 别 表示 (Ly + lo) 在 对 应 区 间 (1, X] 和 [X, oo) 
上 的 最 小 算 子 ; 用 Ti + Te, (T T9), (Ts + T2)[x,00) 分 别 表示 Tio + Tro, (Tio + 
T3o)p, x] 和 (Tio + T50)(x oo) 的 Friedrichs 自 伴 扩张 , 则 
(Tio + To) xiy = (a t+l2)y, y € D(Tio + T2o)n,x]) = CS, X], 
(Tio + Tao)[x,00)¥ = (hi +l2)y, y € D((Tia + Too)ix,oo)) = C$? [X, 00), 
Tj 4 T5 — (T4 4- T3)p, x] enz- T3)1x oo) 
由 上 面 的 分 解 及 定理 的 条 件 可 知 ， (Tio 十 T»o)n, x] 是 一 个 正则 算 子 , 从 而 ee((Tio + 
T»o)n,x]) = 2, 所 以 ， 
ve(Tio + Too) = oe((Tio + T20){x,00)); 
oe(T, + T3) = coe(( + T») tx oo). 
考虑 算 子 (Tio 十 7T2o)[x,oo), 对 于 任意 的 y € D((Tio + 了 20)[x,co))， 


(Tio + T29)ix, oo) = Y C1)" (x (x) + bx (2))y 99, (6.6.19) 
k=0 
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35 X 取 的 充分 大 时 , HR (6.6.18) 及 定理 的 条 件 (4), 取 s = 1 及 分 划 Z = (mi = 
X,z9 = X +l, tng = Xon) WEF (Tio + T 20) [x ,00) 的 系数 arle) + 
bi. (ar) 满足 定理 6.6.5 的 条 件 , 所 以 (Tio + Tz) = oe((Tio + T20)[x,00)) = Ø, BD 
ge (T1 + T2) = oe((T1 + T2){x,00)) = 2. 这 就 说 明了 算 子 区 二 + 三 的 谱 是 离散 的 , X 
因为 T, +n 是 自 伴 算 子 , 故 TS 的 预 解 算 子 是 全 连续 的 , 即 定理 6.6.5 的 条 件 
(1) 满足 . 

综 上 所 述 , Tio, T2o, To 满足 定理 6.6.5 的 条 件 . 所 以 , To 闭 扩 张 To 的 预 解 算 子 
是 全 连续 的 , 即 To 的 谱 是 离散 的 , e (To) = e, MA To 的 任意 J- BEES KET T 
的 本 质谱 是 空 集 , oe(T) = e, 即 T 的 谱 是 离散 的 . 口 

关于 2n 阶 一 项 自 伴 微分 算 子 谱 的 离散 性 , 早 在 20 世纪 50 年 代 Glazmanl59 
就 进行 了 研究 , 得 到 了 一 项 自 伴 微 分 算 子 的 谱 是 离散 谱 的 充分 条 件 , 并 且 将 其 谱 是 
离散 谱 的 必要 条 件 在 其 文章 中 作为 公开 问题 . 20 年 后 Lewisi9| 解决 了 这 一 公开 
问题 . 

用 工 表 示 微 分 算式 

ly = (-1)^(r(zyy?)), x20 (6.6.20) 

的 任意 自 伴 扩张 , 其 中 r(x) 是 定义 在 [0, co) 上 的 实 函 数 , JE B. r(x) > 0(Yz > 0). 

引 理 6.6.79 ”一 项 自 伴 微分 算 子 L 的 谱 是 离散 的 , 而 且 下 半 有 界 的 充分 必 
要 条 件 是 


Jim gerd nu r^! (t)dt = 0. 
下 面 主要 研究 在 式 (06.6.20) F, 当 系数 是 复 值 函 数 时 所 生成 微分 算 子 的 谱 是 离 
散 的 充分 条 件 , K 
ly — (-1)^ (p(z)y?)99, z 2, (6.6.21) 


其 中 , p(z) 是 定义 在 [0,00) 上 的 复 函 数 , 并且 p(x) = p(z) + ipe(z), Vx > 0, 
mi(x),po(z) 是 定义 在 [0,00) 上 的 实 函 数 ， 也 就 是 研究 式 (6.6.21) 所 生成 微分 算 
子 的 谱 是 离散 的 充分 条 件 . 

定理 6.6.8 WEA (6.6.21) 的 系数 p(x) = pi(z) + ipa(z) 满足 

(1) Vz € [0, 00), pi(x) > 0, pa(x) > 0; 

(2) lim z?^-! 广 —l dt — 0, 

E400 s P(t) + pelt) 

WEAF To 的 任何 本 自 伴 扩张 的 谱 是 离散 的 . 

证 明 ”对 式 (6.6.21) 进行 分 解 ， 


hy = (-1)"(pi(zjy)™, x 2 0, 
ly = (-1)"(po(x)y)™, 72 0, 
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设 Tio, T2o, To. 分 别 是 由 微分 算式 11,12,! 生成 的 最 小 算 子 , 即 


Tiof 一 Lf), Yf € D(Tio) = c [0, oo), (6.6.22) 
Tzof =la(f), Vf € D(T2o) = C6 [0, oo), (6.6.23) 
Tof =f), vf € D(Ta) = Cr (0,0). (6.6.24) 


下 面 只 需 证 明 Tio, Tz, To 满足 定理 6.6.5 的 条 件 . 
由 式 (6.6.22), 式 (6.6.23) 和 条 件 (1) 可 知 , Tio, Too 是 对 称 的 且 是 稠密 的 , 而 且 
D(Tio) = D(T20), X. Vy € D(Tio) = D(T»o), 有 


R(Toy, y) = (Tioy, y) = f (-1)™ (py) gdz -f pily™| dz 20, (6.6.25) 
0 0 

S(Toy, y) = (Tooy, y) = f (71)? (poy gdz = f poly ™®|?dz >0, (6.6.26) 
0 0 


所 以 , Tio, Too 也 是 下 半 有 界 的 . 说 明了 Tio, Too 满足 定理 6.6.5 的 条 件 . 

由 式 (6.6.22), 式 (6.6.23), 式 (6.6.25) 及 式 (6.6.26) 可 知 To = Tio + iT20, H. To 
的 正则 集 非 空 . 从 而 对 任意 的 入 e p(To), BA R(Tio--iT2o - AD) M R(Tio —iT20 — AJ) 
在 Hilbert 空间 L?[0, oo) 内 是 稠密 的 . 说 明了 Tio, Too 满足 定理 6.6.5 的 条 件 . 

令 


Ly = (Tio + T29)y = (la + la)y = (73) ((px + py ™)™®, vy € D(Tio) = D(T20), 


W L = Tio- Too 是 对 称 且 笛 定 的 下 半 有 界 算 子 .利用 条 件 (2) 及 引 理 6.6.7 得 ， 
L= Tio + Too 的 任何 本 自 伴 扩张 的 谱 是 离散 的 , 根据 定理 6.6.5 得 L = Tio + Tao 
的 任何 /- 自 伴 扩张 的 预 解 算 子 是 全 连续 的 . 说 明了 Tio, Too 满足 定理 6.6.5 条 件 的 
条 件 . 

由 此 可 见 , Tio, Too, To 满足 定理 6.6.5 的 所 有 条 件 , 而 且 To 的 正则 集 非 空 , 利 
用 定理 6.6.5 可 得 : 对 于 To 的 任意 J-EL EE 93K T, 当 入 e p(T) 时 , (T— AD)! 是 全 
连续 算 子 . 再 根据 定理 4.4.6 便 得 证 结论 . 口 

推论 6.6.9 WER (6.6.21) 的 系数 p(x) = pi(z) +ipa(z) 满足 

(1) Vz € [0, oo), pl(z) > 0, pz(z) > 0, 

(2) 


(3) 


co 1 
lim 22"! f 一 一 dt = 0, 
一 co z p2(t) 
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WAF 的 任何 太 自 伴 扩张 的 谱 是 离散 的 . 
定理 6.6.10 WEA (6.6.21) 的 系数 p(x) = pi(z) +ipz(z) 满足 : 
(1) lim pi(z) > 0, lim pa(z) > 0; 
oe 1 
(2) um zd ni» =0, 
WET To 的 任何 三 自 伴 扩张 的 谱 是 离散 的 . 

证 明 ”利用 算 子 直 和 分 解 的 办 法 [59, 122, 根据 条 件 (1), 存在 充分 大 的 N > 0, 
使 得 当 x > N 时 , pi(z) > 0, H pa(z) > 0, 这 样 To = Tow © Tojw,ocy. 而 Topo, Nj 
是 一 个 正则 算 子 , 所 以 它 的 谱 是 离散 的 . 类 似 定理 6.6.8 的 方法 可 以 得 到 Toco) 的 
谱 也 是 离散 的 . 从 而 得 到 算 子 To 的 任何 J- 自 伴 扩 张 的 谱 是 离散 的 . 口 

根据 定理 6.6.8 的 证 明 过 程 可 类 似 得 到 下 面 结论 . 

定理 6.6.11 如果 式 (6.6.21) 的 系数 p(x) = az? -Fibz?, 其 中 a, b 是 实数 , 并 
且 

a,b>0, max{a, 3} > 2n, (6.6.27) 


WAT To 的 任何 7- 自 伴 扩张 的 谱 是 离散 的 . 
定理 6.6.8 和 定理 6.6.10 的 必要 性 仍然 是 一 个 公开 问题 . 
定理 6.6.12 “如果 微 分 算式 


ly =—(p(z)y')', «20 (6.6.28) 
的 系数 满足 : 存在 Mı, M3 > 一 co， 使 得 Yr € [0, oo), pi(v) > Mı 和 polz) > M2 成 


X, 且 极限 lim. = 存在 , 则 To 的 所 有 三 自 伴 扩张 的 谱 是 离散 的 充分 必要 条 件 


是 
oo 1 _ 
成 立 , 其 中 To 是 由 式 (6.6.28) 所 生成 的 最 小 算 子 . 
证 明 ”充分 性 由 定理 6.6.10 立 得 . 下 面 证 明 必 要 性 . 
不 失 一 般 性 , 假设 Mi, M2 > 0. ER (6.6.29) 不 成 立 , 由 于 极限 lim JG ff 
fr, 则 存在 非 零 常 数 c 0 (c 可 以 是 无 穷 大 ), 使 得 
oo 1 


lim xz — dt =c. 
aco J, pi(t) + p2(t) 
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所 以 ， 
=c, H. pl(z) 十 pa(z) = La + Ha? 低 阶 的 项 ， (6.6.30) 


2 
a O 7 / _4 项 
im, pix) trale z) =C, H py (x) + p(x) c + 比 x 低 阶 的 ， (6.6.31) 


jim — EC X a) =c, H pi(z) - pz) = = + o(1). (6.6.32) 
WT E To 的 任何 一 个 本 自 伴 扩张 , WAT TT BARES, 对 于 ye D(T*T), 
T"Ty = (ar) Y + (GO + lesen) "Go 
其 中 ， 
q(z) = pepe) = pi(z) + p2(z), 
r(x) = i (z)p" (x) + p" (x)p(z)) = p1(z)p7 (x) + po(a) pf (£), 
s(z) — — ‘(x) — '(z)p(z) = i(p3(x)pı (x) — pi (z)pa(z)). 
HUN 为 充分 大 的 数 , S T*Tlo 和 T*T|y 分 别 表示 算 子 TT 在 空间 L?(0, N) 和 空 
IRI L?(N, oo) 上 的 限制 , WY T*T — T*T|o 8 T*T|w, ME. re(T*T) = ce(T*T|N)， 
H y € CP (N, 00) c D(T*T|n), JU 
o« Cri) = [^ Vm «ew str + ene 
«f. [ow -rowe - s^ + jew" | dz 
< 人 (p +rupa f^ [pipi + pop2| |y Pac + [^ [s()| [y"| [y^ da. 


由 式 (6.6.30)~ 式 (6.6.32) 得 
vies [7 |o 
o(z? 


(Tow) f 
N 
eo 
2 3 
+ 人 5 
取 N 充分 大 , 存在 实数 C; > 0 (i = 1,2,3), 使 得 
Tw nsf Cathy" Past f Coe? Past f Cs? |y" jyldz 
N N N 


oo oo oo 
< 人 atiis f Casas + È S (z*|y"|? + z?|y'|?)dx 


< n (c+ E z fy” ds + "n GE 2 z?|y'?dz. (6.6.33) 


1 
av + o(z^) ?)| jy dz 
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令 

aly, z] = 人 (e. 十 S) xty"z" de + 上 人 Q + 2 z^y'z' dz, 
则 aly, z] 是 一 个 闭 的 、 下 半 有 界 的 双 线 性 型 . 由 定理 3.5.5 得 , 存在 一 个 自 伴 算 子 
A, fit aly, z] = (Ay, z). 再 由 定理 5.5.5 AT 4 的 本 质谱 包含 在 区 间 [A, co), 这 里 


Sa tle f. 1 
^- E 2, ^ H k + ( - 3 | (6.6.34) 
eb Ay = 0, A, =O +S, =O +S 

因为 算 子 Ty 的 所 有 二 自 伴 扩张 的 谱 是 离散 的 , OT 的 谱 是 离散 的 , 因而 算 
FTT 的 谱 是 离散 的 . 从 而 ce(T*T)mn(-oo,oo) = 2, 也 即 c. (T*T|w)n(-00,00) = 
Ø. 根据 式 (6.6.33) 和 定理 3.5.6 就 有 ce(4)m(-coco) = 9. 但 o-(A) = [A, oo), F 
盾 , 所 以 式 (6.6.29) 成 立 . n 

fi] 6.6.13 在 Hilbert 空间 L?(—00,00) 上 微分 算 子 


Ly = —y" + (q(x) + ir(2))y, (6.6.35) 


D = (f € L?(—co, 00) | suppf(z) C [a,b] C (—00, 00), f'(z) € AC(—c0, 00)}, 其 中 ， 
q(x), r(x) 是 定义 在 (—co, oc) 上 的 实 函数 . 
设 g(z) 是 下 有 界 的 , r(x) 是 半 有 界 的 , 而 且 对 Va > a 有 


qz) rim. o (6.6.36) 


lim 


WEF 上 的 闭 扩张 RAAB, CORE ERATE L?(—00, 00) 内 完备 . 
fi) 6.6.14 Æ L?(—00, 00) E, 


Ly = —y" +2%y (a>0), D(L) ={y€ D | y(0) =0}, (6.6.37) 


LE BfFSET, 并 且 其 谱 是 离散 的 . 
BE L WIRE Ai, Azee a Ant ee 对 应 的 特征 函数 pl (z),pa(z)，…… ,pn(z) 
特征 函数 可 解析 扩充 到 右 半 平面 的 函数 pi(z), v2(2), ,pn(z),……， 
_d2pn 
dz2 
固定 在 某 直 线 z = pei?(0 < p < œ) E, 


十 zcpn = ÀnYn (Kz > 0)， (6.6.38) 


d^, io (2+a) „a i20 
"dp? +e Pon =e Ànn; (6.6.39) 


6.7 ERHI Sturm-Liouville 算 子 及 其 根 空间 的 完备 性 -217- 


设 |ol < CEN 则 wpli(poeic),pa(peir)…… ,on(peic)… 是 非 自 伴 算 子 
Ly = -yp + (cos o(2 + a) + isina(2+ a))p?y, 
D(L) = {y € D | y(0) = 0} 


的 特征 向 量 . # a> 5， 上 述 特征 系 在 L7(0,00) 内 完备 . g 
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常 微分 算 子 理论 最 早 建立 在 Sturm-Liouville 问题 的 研究 基础 上 , 而 Sturm- 
Liouville 问题 来 源 于 Sturm 和 Liouville 的 经 典 文章 006, 151, 192]. 1910 年 ，Weyl 
的 点 圆 分 类 Po4 , 开始 了 微分 算 子 的 理论 研究 . 在 微分 算 子 理论 研究 中 的 另 一 重要 
里 程 碑 是 Glazman-Krein-Naimark (GKN) 定理 83, 124 把 具有 自 伴 边 条 件 的 线性 对 
称 微 分 方程 边 值 问题 与 自 伴 算 子 建立 了 一 一 对 应 , 研究 这 样 类 型 的 边 值 问题 转化 为 
研究 自 伴 微分 算 子 的 谱 理论 . 与 此 同时 , 人 们 也 碰 到 了 非 自 伴 微分 算 子 问题 , 如 6.6 
节 提 到 的 大 对称 微分 算式 生成 的 三 对 称 微分 算 子 和 J- EL PERO ECT, 以 及 对 称 微 
分 算式 在 非 自 伴 边 条 件 下 产生 的 算 子 . 本 节 应 用 6.4 节 的 结论 , 讨论 非 自 伴 边 条 件 
下 的 Sturm-Liouville 问题 . 


6.7.1 ” 耗 散 的 Sturm-Liouville 算 子 
设 m,n oN, 用 Mn(C) 表示 m x n 复 矩 阵 的 集合 ,KMx (C) 表示 Mo (C) 
中 具有 min {m,n} 秩 的 矩阵 集合 . GL(2,C) 表示 所 有 2 x 2 可 道 矩 阵 . 在 本 节 中 ， 
将 假设 下 面 定义 的 微分 算式 在 奇异 端点 是 Weyl 极限 圆 型 的 . 
(y) = -(py') c ay = Awy, | x € (a,b), (6.7.1) 
即 方程 (6.7.1) 的 所 有 解 都 属于 L2, (a, 0), C), 其 中 , p71(z), g(a) € Lioc((a, b), C), $ 
PRA w > 0 (x € (a,b)). 令 
Dy = (f € L2((a,0),C) | f, pf' € ACioc((a,b),C), Uy) € L2 ((a, b), C)}, 
Ly 表示 以 Dm 为 定义 域 由 Ly) 生成 的 算 子 , 其 中 AC ((a, b), C) 表示 在 (a,b) 的 
每 个 子 区 间 [c,d] C (a,b) 上 绝对 连续 的 复 值 函数 . 
对 于 y,z € Dy, Lagrange 双 线 性 型 
[v, z](z) = y(x£)(pz')(£) — (py )(z)z(z) 


在 端点 a RI b 的 极限 都 存在 , 所 以 , [y, zj(z) 在 [a,b] 上 连续 . 35 Dw PRI SA gi 
足 
(f,9\(a) = [f, g)(b) = 1, (6.7.2) 
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则 称 f, o 形成 一 个 边 条 件 基 . 如 果 对 固定 点 c € (a, b), 选取 边 条 件 基 f 0,2) 和 边 
条 件 基 9(., A) 为 方程 (6.7.1) 满足 下 面 初始 条 件 

fle, A) =1, (pf) (e, A) =0, g(e A) =0, (pg9) (c, A) =1 (6.7.3) 


的 解 , 则 在 [a,b] E, 对 于 任意 的 ACR, [f(-,A), 9(-, 4)] = 1. 
引 理 6.7.13 Eh kÆ Dy 中 的 实 值 函 数 , 则 对 Dy 中 的 任意 y 和 z, 


lv, 2] [h, k] = [y, h] [z, k] —[z,h] [y A], z € la, b. (6.7.4) 


证 明 ”直接 计算 便 得 结论 . 口 
下 面 研究 由 微分 算式 (6.7.1) 在 以 下 形式 的 边 条 件 下 所 生成 的 Sturm-Liouville 
微分 算 子 L, 


| anly, f] (2) + asly, gila) + buly, FIO} + bialy, 91(8) = 0, (6.7.5) 
azıily, f] (a) + aaz[ g] (a) + barly, f (5) + b22ly, g] (b) = 0, u 


其 中 , 边 条 件 (6.7.5) RB 


( ail Q12 bu bi ) (6.7.6) 


a21 022 bl b22 


属于 M3 4(C), 而 且 秩 等 于 2. 

定理 6.7.2 ” 设 工 是 由 微分 算式 (6.7.1) 在 边 条 件 (6.7.5) 下 所 生成 的 Sturm- 
Liouville 微分 算 子 , 则 L 是 耗 散 算 子 的 充分 必要 条 件 是 系数 矩阵 (6.7.6) SUF ( 左 
乘 GL(2,C) 矩阵 意义 下 ) 下 述 四 种 情形 之 一 : 


(1) 
1 0 b 
m sj (6.7.7) 
0 O22 —1 b22 
其 中 , aiz, 222, bi2 和 bos 满足 


S(ala + b22) 20, 490128025 2 |a22 — 513|?; (6.7.8) 


1 b 0 
uon (6.7.9) 
0 az ba, 一 1 
其 中 , a12, a22, bii 和 bo 满足 


S(ai2 — b21) > 0， —49a12892; > |a22 + 511|^; (6.7.10) 


(2) 
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ay 1 0 bz 
an 0 -1 bay J’ 


其 中 , air, azı, bia 和 522 满足 


(3) 


S(all — b22) <0, —4Sa118522 > |a21 + b13|?; 


Oii 1 bii 0 
azn 0 b -1 


其 中 , a, 031, bi 和 ba 满足 


(4) 


(ai. — b21) <0, 48a318031 2 |a; — bi|?. 


WEA yc D(L), 根据 Green 公式 得 


2iS(Ly, y) = (Ly, y) — (y, Ly) = [y, y] (b) — [y, y] (a). 


应 用 式 (6.7.2) 和 式 (6.7.4) 得 到 


2iS(Ly, y) = ly, f](5)[v. g] (b) — ly, f] (5) [v, g] (b) 
—[y, fl(a)ly, g(a) + y, fl(e){y, g] (o). 


若 边 条 件 (6.7.5) 的 系数 矩阵 等 价 于 和 矩阵 (6.7.7), 则 


ly, f(a) = —a12ly, 9](a) — broly, g] (b). 
ly, J] (b) = az2ly, g] (a) + b22[y, 9] (b), 
所 以 ， 


29(Ly, y) = (fu, s Ka), fy, s 5) ^. ) ( " n ) 


其 中 ， 


r=29a12, c= i(a25 — big), s 2825. 
方程 式 (6.7.17) 中 的 2 x 2 矩阵 是 Hermite 5EEE, 其 特征 值 是 


r+stV(r+s)? +4lcl? 
一 > 
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(6.7.11) 


(6.7.12) 


(6.7.13) 


(6.7.14) 


(6.7.15) 


(6.7.16) 


(6.7.17) 


(6.7.18) 


(6.7.19) 
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两 个 特征 值 非 负 的 充分 必要 条 件 是 
r+s>0, rs |e. (6.7.20) 


HIHA (6.7.8) 成 立 ， 根 据 著 名 的 Naimark 补 缀 引 理 (Naimark's Patching 
Lemma)( 文 献 [124] 第 V 章 817.3 引 理 2) 知 [y,g](a) 和 [y, g](b) 可 以 取 到 任意 
fH 4), 所 以 , 对 任意 ye D(L), S(Ly. y) 2 0 当 且 仅 当 式 (6.7.8) 成 立 . 

同样 可 以 证 明 , 边 条 件 (6.7.5) 的 系数 矩阵 (6.7.6) 等 价 于 矩阵 (6.7.9), HERE 
(6.7.11) MERE (6.7.13) 情形 , 对 任意 y € D(L), S(Ly, y) 2 0 当 且 仅 当 式 (6.7.10), 
3X (6.7.12) 和 式 (6.7.14) 分 别 成 立 . 

当 边 条 件 (6.7.5) 的 系数 矩阵 是 退化 的 , 即 系数 矩阵 (6.7.6) 的 秩 小 于 2 时 , 算 
子 工 不 是 耗 散 算 子 . 所 以 , 非 退化 的 系数 矩 (6.7.6) 等 价 于 和 矩阵 (6.7.7), 矩阵 (6.7.9), 
矩阵 (6.7.11) 和 和 矩阵 (6.7.13) 之 一 . 口 

注 1 车 边 条 件 (6.7.5) 的 系数 矩阵 (6.7.6) 等 价 于 (I | B), HA, B e Ma a(C)， 
则 L 是 耗 散 算 子 当 且 仅 当 


S(bi1b21 + b12b22) < 0, AS(b11021)8(b12023) > |1 — P1123 + brabei|?; 


FEE (6.7.5) 的 系数 矩阵 (6.7.6) 等 价 于 (4 | — D, 其 中 A € M22(C), 则 
L 是 耗 散 算 子 当 且 仅 当 


S(a11ai + 212422) > 0, 4S (a11a21)9(212a22) > |a11822 + aiaa21 — 1|?. 


推论 6.7.3 FILA (6.7.5) 的 系数 矩阵 (6.7.6) 等 价 表示 为 如 下 形式 : 


l a2 0 0 (6.7.21) 
0 0 -1 be J” UC 


则 算 子 L 是 耗 散 算 子 当 且 仅 当 Sai? 20 和 Sb, > 0. 
证 了 明 ”根据 定理 6.7.2, 在 此 情形 下 , L RRA SAMS 


S (a12 十 b22) 20, Saj2Sbee 2 0, (6.7.22) 


这 就 等 价 于 Sa > 0 和 Sba > 0. o 
注 2 ERM (6.7.5) 的 系数 矩阵 (6.7.6) 等 价 表示 为 形式 (6.7.7), 则 边 条 件 
(6.7.5) 是 自 伴 边 条 件 当 且 仅 当 


Sala = Sho = age — 515 = 0. 


关于 和 矩阵 (6.7.9), 矩阵 (6.7.11) 和 矩阵 (6.7.13) 也 有 类 似 的 结论 . 所 以 , 一 个 耗 
散 边 条 件 不 是 自 伴 边 条 件 . 
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注 3 ”车 微分 算式 (67.1) 是 正则 的 ， 即 =a 和 w 在 (a,b) 上 可 积 , 则 由 
Naimark TRES BH, 存在 实 值 函数 f.g € Dm, 使 得 
f(a) = f(D) —0, (pfa) = (pf)(b) — 1, 
g(a) = g(b) = —1, (pg')(a) = (pg^)(b) = 0, 
HI f,g 形成 了 一 个 边 条 件 基 , 所 以 , 边 条 件 (6.7.5) 具有 如 下 形式 ; 


aly(a) + ai2(py')(a) + b11y(b) + biz(py)(b) = 0, 
Q21Y(@) 十 az (py')(a) + ba1y(b) + bz2(py')(b) = 0. 


故 在 正则 情形 下 , 定理 6.7.2, 推论 6.7.3 ANE 2 的 结论 也 都 成 立 . 
定理 6.7.4 ËT 是 Hilbert 空间 X 上 的 可 逆 算 子 , 则 -T 是 耗 散 算 子 当 且 
仅 当 7-! 是 耗 散 算 子 . 
WA E -7 是 耗 散 算 子 , 则 对 任意 y € D(T), 
S(y, Ty) = -S(Ty, y) = S(-Ty, y) 2 0. 


所 以 , 对 任意 z € D(T-), 
S(T 12,2) = S(Tz, T(T-1z)) > 0, 


MHF Tz € D(T). KT BERET. 
反之 亦 然 . m 
对 于 Hilbert 空间 x 上 的 稠 定 算 子 T, 类 似 6.4 节 引 入 如 下 两 个 算 子 
T-T* T4 T* 
一 2i , Tg = 2 . 


Ta: 


它们 的 定义 域 是 D(T)N D(T*). 所 以 , 2$ DT) C D(T*), W T = Tg +iTs 是 耗 散 
算 子 相当 于 算 子 了 的 虚 部 Ts 是非 负 的 ; 3; DT) 2 D(T*), W T* = Te -iTs; E T 
是 X 上 的 有 界 算 子 , 则 Ty 和 Ts 是 自 伴 算 子 . 在 X E, D(T)n DT) 是 稠密 的 ， 
一 般 情 况 下 , Te 和 TS 是 非 自 伴 算 子 , A CNM Te Rg D(T)n D(T*) 
不 相同 . 
引 理 6.7.5 7 eV Hilbert 空间 x 上 可 逆 且 具有 稠 值 域 的 稠 定 算 子 ， 
ERM F 是 集合 
G = {y € D(T)N D(T*) | Ty = T*y} (6.7.23) 


在 D(T) 和 D(T*) 上 的 补 集 , WAT (Ts 的 值 域 包含 在 Eo FH, 
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证 明 ”因为 工 的 值 域 R(T) 是 稠密 的 , T 是 可 逆 的 , 所 以 , T* 也 是 可 逆 的 . 由 
(Th = (T= 得 到 ma 
(T )s- DAL. 
根据 D(T) = GOE MÑ D(T*) = Ge F WH, D(T-!) = R(T) = T(G) 6 T(E) 
和 D((T*)-1) = R(T*) = T(G) e T'(F), WH, D(T-1)n D((T*)“!) = T(G) @ 
(T(E) n T*(F). FARK (6.7.24), 对 任意 的 y € T(G), (T-)s(y) = 0; MEER y € 
T(E)NT*(F), (Toly) e Eo F. 结论 得 证 . 口 
6.7.2 ERAO Sturm-Liouville 算 子 根 空间 的 完备 性 


本 小 节 研 究 由 微分 算式 (6.7.1) 在 边 条 件 (6.7.5) 下 所 生成 的 耗 散 算 子 L 的 根 
空间 的 完备 性 . 首先 研究 算 子 L 的 Green 函数 , 利用 Green 函数 研究 算 子 L BE 
算 子 , 然后 给 出 根 空间 的 完备 性 . 

在 边 条 件 (6.7.5) P, $ f =u=6(-,0), g=v=7(-,0), 并 且 对 任意 ACC, IR 
数 8(-, 入) 和 7(., A) 是 微分 算式 (6.7.1) 满足 初始 条 件 (6.7.3) 的 一 个 基础 解 系 , 由 此 
可 以 确定 L 的 特征 . 

引 理 6.7.6 ”对 任意 x € [a,b], 


(6.7.24) 


$11 :一 [8(-, A), u] (x), $12 := [r(-, A), u](z), 


gar := [8(, X), v](@), ta := [r(-, A), v](a) 


是 入 的 整 函数 而 且 增 长 阶 数 (growth order)< 1, BUX i,j = 1,2 及 任意 s > 0, 存在 
有 限 常数 C. 使 得 
ló;;| € Ci; e, VA eC. 


用 (Azx2|Bax2) 记 微 分 算式 (6.7.1) 的 系数 矩阵 , 设 0 — (bj)2x2. 则 一 个 复数 
Ao 是 工 的 特征 值 当 且 仅 当 是 整 函数 


| 063) re) 
Uo(60,3))  Us(r( 2) 


的 零点 , BY A(Ag) = 0. 
WEB] ”第 一 部 分 简单 的 证 明 参 见 文献 [63], 第 二 部 分 根据 边 值 问题 解 的 唯一 
性 得 结论 7j. o 
在 此 , A(A) 称 为 算 子 L 的 特征 函数 (characteristic function). 234 A(A) z 0 时 ， 
特征 值 Ao 的 解析 重 数 (analytic multiplicity) 就 是 Ao 作为 AC) 的 零点 的 重 数 ; c 
RAF L 的 代数 重 数 等 于 它 的 解析 重 数 (参见 文献 [124] 第 1 章 82 及 文献 [46]). 
根据 引 理 6.7.1 得 到 关于 AA) 的 结论 . 


AÇA) = det(A®(a, A) + B&(b, A)) 


6.7 FERI Sturm-Liouville 算 子 及 其 根 空间 的 完备 性 -223. 


推论 6.7.7 AQ) 是 入 的 整 函数 而 且 增 长 阶 数 < 1, 即 对 任意 € > 0, 存在 常 


数 Ce, 使 得 
JACQ) < Cee, vA eC, 
H 
n In|AO)| 


lim sup ———— < 0. 
Aso lA] B 


根据 推论 6.7.7, 可 以 得 到 AQ) 的 零点 的 特性 . 
引 理 6.7.8 ” 设 A(A) 关 0. 用 {A} 表示 AQ) HEA, 按 零点 的 重 数 计 , 则 


(1) 极限 
1 


Jim. 》 二 (6.7.25) 
JA; | ST 3 
存在 且 有 限 ; 
(2) 用 n(r) 记 AA) E [A| <r 内 零点 入 的 个 数 ( 按 解析 重 数 计 ), 则 
lim 20) = 0; (6.7.26) 
(3) Æ A(0) #0, WU 
. 入 
A(A) = A(0) lim. >， Q - x) , VAeC. (6.7.27) 
UT Dul&r j 
证 明 ”证 明 参 见 文献 [80]. 口 


A = 0 有 可 能 成 立 , 这 时 每 个 复 平面 上 的 复数 都 是 工 的 特征 值 . 但 当 L 是 耗 
散 微分 算 子 时 , 这 种 情况 不 可 能 成 立 . 

引 理 6.7.9 。” 若 微分 算 子 L 是 耗 散 的 , UL 的 特征 值 在 复 平面 C 上 是 离散 的 . 

WEB] ”考虑 形 如 和 矩阵 (6.7.9) 的 系数 矩阵 , 则 由 式 (6.7.10) 的 第 二 个 不 等 式 得 
到 


43a123b22 十 2Raz2Rbı2 一 23a229b12 > (taz)? + (tb13)? + (Sa23)? + (S613)? 
> —2Ragehbi2 + 2Sia2zSb12， 


所 以 ， 
Raz2Rbı2 — Saz223b12 + Sa123b22 之 0. 


Ber 是 上 式 左边 的 一 个 平方 根 , > 


(Wij (AN))2x2 = Bi, (b, NB, (a, A), 
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则 


A(A) = a22 + bie + G12W11 (A) — Wi2(N) + (a22012 — a12b22) Wai (A) + 02222 (A) 
= Q22 + bie — 2r + Ai(A) + iA2(A), (6.7.28) 


其 中 ， 


Al(A) = 2r + (Raya) (A) — Vi2(3) + (r? — a1238525)12() + (b22)22(A), 
A»3(A) = (Sa12)Vni (A) + ear (A) + (Sb22)Y22 (A), 
C 一 Raz2Sbie + Ya2oRbio — Raj2Sbe2 — Saiz Rbə2 € R. 


因为 AA) 是 自 伴 边 条 件 


1 Ray. 0 T 
( 0 T —1 bo» 

下 微分 算式 (6.7.1) 所 生成 算 子 的 特征 函数 ， 它 在 R 上 不 是 常数 ， 所 以 , 根据 式 
(6.7.28) 和 Asz(A) Æ R 上 是 实数 得 , AQ) ER 上 不 是 常数 . 又 AQ) YE C LER 
函数 , 故 A(A) 在 复 平面 C 上 的 零点 是 离散 的 . 

同样 办 法 可 以 证 明 其 他 情形 . 口 

以 下 假设 微分 算 子 L 是 耗 散 的 . 根据 上 面 引 理 , 适当 选取 s € R, gt sw 来 
RE a, 使 得 零 不 是 工 的 特征 值 , BU Ker = (0). 所 以 , BTL 的 逆 算 子 L 存在 . 
利用 Green 函数 , 可 以 得 到 算 子 L 积分 形式 . 设 


u(z) v(x) gl(z,é) 


G(z,£) = A(0) Ui(u) Ui(v) Ui(9(-, €)) ? 
Ug(u) U»(v) U2(g(.,é)) 
其 中 ， 
d u(r)w(£)— u(£)u(z), a«£xz«b, 
$97 | u(£)v(z) -u(z)v£), a«z«t«b. (67:29) 


这 里 u,v 是 方程 ly = 0 满足 初始 条 件 (6.7.3) 的 基础 解 系 , 并 且 
b pb 
| [| Ge 9 varo (at < on, 


所 以 , 由 
Bf = / G(,E)y(£)w()d&, Vy € LZ ((a,b),C) (6.7.30) 
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所 确定 的 积分 算 子 B 是 一 个 Hilbert-Schmidt HET. 一 般 情况 , B EKAT, 但 
不 一 定 是 自 伴 的 . 很 容易 得 出 B 是 微分 算 子 L 的 道 算 子 , 即 B — L3. 所 以 , 0 不 
是 工 的 谱 点 , 即 0 go(L), B 的 根 空间 与 工 的 根 空 间 重合 . 因此 ， 


oe(L) = fi Jae ZO - 


即 L 的 根 空间 在 LZ (la, b), C) 的 完备 性 等 价 于 B 的 根 空间 的 完备 性 . 

WF LST B, 设 B = Bi +iB2, 其 中 , Bi = Bg, B: = By. 根据 上 面 讨 
WHA, B 和 D, 都 是 Hilbert-Schmidt 型 算 子 , 并 且 B, 是 自 伴 算 子 . 经 计算 易 得 
到 , B 是 由 微分 算式 (6.7.1) 生成 的 自 伴 Sturm-Liouville 微分 算 子 的 道 . 

定理 6.7.10 ”如果 由 微分 算式 (6.7.1) 在 边 条 件 (6.7.5) 下 生成 的 Sturm- 
Liouville 算 子 L 是 耗 散 算 子 , W L 的 根 空间 在 Hilbert 空间 L2((a,b), C) ASE 
备 . 

WEB] ”根据 定理 6.7.4, 如 果 工 是 耗 散 算 子 , 则 —B 也 是 耗 散 算 子 . 又 因为 对 最 
小 定义 域 中 的 任意 y, Ly = L*y, 所 以 , D(L) 最 大 也 只 是 2 维 扩张 . 根据 引 理 6.7.5 
的 结论 得 B, 是 个 有 限 秩 算 子 . 利用 定理 6.4.9, 对 于 任意 的 ye C, HF 1/p g o(— B), 


则 
D* p, (#) e#tr(Bi-B) 一 D? -Bı (u) e imtrBa | 
D* g(u) Dp) 


其 中 m = v(B), E. } 是 算 子 B 的 特征 什 序 列 , 即 Cy}, 是 算 子 L WBE 
值 序列 . 用 A L 表示 -L 的 特征 函数 则 


* — 7 # uS - 人 -ZU) ex 一 3 l 
Diao) = TE (+) Z0) >( Xx] 


因为 -和 , 的 解析 重 数 和 代数 重 数 相同 ， 设 {+ y CREASE B, 的 特征 什 
序列 , 则 m 


D..p,j-B(u) = 


. ri BN -# 
pis - [T(1 £e ?, 
J 


j=l 
所 以 ， 
—iutrB2 


D-g,j-n(u) = e 


- 226 - 第 6 章 非 自 伴 算 子 的 谱 分解 


由 于 L 是 耗 散 算 子 ， 所 以 SA, > 0 (7 = 1,2,---), 因此 , 对 于 任意 t > 0, 
—it  o(L), 二 do(-B). $ u — it, t > 0, ERE r; 是 实数 , 则 


oo 


1 1 it 1 it 
; n|D-a,/-a(it)| = 7 In II (1+ z) -3m JI (1+ x) 
j=l j=l 
Ma l 
-M 9. 7.31 
-Htr B» 2x (6.7.31) 


利用 定理 6.4.11, 引 理 6.7.7 及 上 面 的 讨论 得 


. d ， 
dim. [D 5, - 8 t)| = 0 (6.7.32) 


lI (: 十 x) « 0. (6.7.33) 


j=l 


(+5) 


j=l 


1 
<0, limsup-ln 
too t 


1 
lim sup — In 
too 


因为 对 于 任意 的 j, SA; > 0, 对 任意 的 上 > 0, 


it |? tr, V? it |? e 
ER ? (ii) di em "typ?! 
则 有 
r1 it Mia it 
In|[| (1+=) 20, In (+5) 20 
j=l Tj j=l j 
所 以 ， 
lim sup 1 In Il ( 十 =) = lim sup l In II (1 + x) = 0. (6.7.34) 
too jal Tj too t ja Àj 
TEX (6.7.31) F, > t — oo, 利用 式 (6.7.32) 和 式 (6.7.34) 得 
Y Sl 一 trB2 
J=1 7 
由 定理 6.4.4 可 知 , -B 的 根 空间 在 Hilbert 空间 L2 (a,b), C) 内 完备 , WL 的 根 空 
间 在 Hilbert 空间 L2,((a, b), C) 内 也 完备 . 口 


推论 6.7.11 ”如果 由 微分 算式 (6.7.1) 在 边 条 件 (6.7.5) 下 生成 的 Sturm- 
Liouville 算 子 L 是 一 个 耗 散 算 子 , 则 它 具 有 无 穷 多 个 特征 值 ( 按 重 数 计算 ). 
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证 明 ”因为 工 的 根 空间 在 L(a, b), C 中 完备 , 所 以 , L 的 根 空间 是 无 穷 维 


的 , 这 说 明了 L 具有 无 穷 多 个 特征 值 ( 按 重 数 计算 ). 口 
定理 6.7.12 Dum TÉ X 上 的 一 个 紧 的 耗 散 算 子 , H trT& < 00, 
v(T) 
lim sup + In I[G-i0)| «0, (6.7.35) 
—— 00 j=l 
v(T&) 
lim sup z In ]] G- itz, (Ta) < 0, (6.7.36) 
则 
v(K) 
XO Su(T) = TS, (6.7.37) 
j=! 


FH T 的 根 空间 在 X 内 完备 . 

推论 6.7.1363 ”者 边 条件 (6.7.5) 的 系数 什 阵 能 表示 为 形式 (6.7.21), H Saz > 
0, Sb; > 0, 则 Sturm-Liouville HF L 的 根 空间 在 Hilbert 空间 L2((a,b),C) 内 
完备 . 
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71 基本 概念 
本 章 主要 研究 二 阶 微分 算式 


(y) = —V" t p(z)y, 0 所 2 < oo (7.1.1) 


生成 的 微分 算 子 的 相关 结论 , 其 中 , p(z) 是 定义 在 (0,00) 上 的 复 值 函数 , 而 且 在 任 
何 有 限 区 间 [0,5) (b < oo) 上 可 积 . 
定义 7.1.1 ”在 空间 L?[0, oc) 中 定义 流 形 


Dy = (y € L?[0, 00) | y'(x) € ACiocl0, 00), Iy) € L2[0,00)}. (7.1.2) 


其 中 ACioc[0, co) 表示 局 部 绝对 连续 (在 任何 有 限 区 间 [0, 0) (0 < b < oo) 上 绝对 连 
续 ) 函数 组 成 的 集合 . 称 以 Du 为 定义 域 , 由 式 (7.1.1) 生成 的 微分 算 子 Lu 为 最 大 
TT, 

Luy = l(y), Vy € Dy. (7.1.3) 


4 Do = (y € Dm | y'(0) — 6y(0) = 0, 0 € C). 定义 算 子 Lo : Loy = Uy), 
Vy € Ds. BIR Le C Ly. 

?4 p(x) 和 0 均 为 实 值 时 , SX (7.1.1) 生成 的 微分 算 子 是 自 伴 算 子 , 已 有 大 量 的 
研究 成 果 , 特别 是 关于 自 伴 域 描述 、 亏 指数 和 谱 理 论 等 方面 已 有 较 系统 和 完善 的 研 
究 结 论 . 

本 章 主要 研究 当 p(z) 和 9 均 为 非 实 值 , 即 当 Spa) 不 恒 为 零 时 , 式 (7.1.1) Æ 
成 的 微分 算 子 的 谱 理论 . 下 面 先 介绍 Green ARMA TNE NM. 

对 任意 的 y,z € D c L Ia, B], 


B 
f (9: - yas = we! v3 = i (7.1.4) 


称 式 (7.1.4) AK (7.1.1) 的 Green AX, 其 中 [y,z] = ye’ — y'z 表示 了 和 > 的 
Lagrange 双 线 性 型 . 
定义 7.1.2 ”微分 算式 


l*(y) = —v" - p(z)y, «€ [0,co)， (7.1.5) 
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称 为 微分 算式 (7.1.1) MFA. 
同样 可 以 定义 L1, Di, 其中, Ly, 是 由 式 (7.1.5) 生成 的 最 大 算 子 , Dt 是 D, 
的 定义 域 . 显然 有 y€ Du 7E Dh. 并 且 Vy ec Du, ze Dh, A 


n í (((y)z — yt(2))dr = yz — Ya). 
由 于 y, z, (y), U (2) € L?[0, 00), 所 以 ， 
[Coe vac = we - va, (7.1.6) 
即 
(Lug, z) - (y, Lz) = uZ -yA = [v lo - (7.1.7) 


下 面 讨论 微分 算式 (7.1.0 在 空间 L2(0,a) 内 生成 的 最 小 算 子 、 最 大 算 子 、 最 
DFAT AAS. KMEN 7.1.1, 同样 在 L2(0,a) 上 定义 由 式 (7.1.1) 
ERREKA TARKRIET Lu, Li, 及 定义 域 Dy, D$. 令 


Do = (y € Dm | y(0) = y’(0) = y(a) = y'(a) = 0}, 
Dj = (y € Dj, | u(0) = (0) = (a) = v'(a) = 0}, 


WHF Loy = (y) (y € Do) 和 Loy = U'(y) (y € DE) 分 别 为 由 式 (7.1.1) AR 
(7.1.5) 生成 的 最 小 算 子 . 
引 理 7.1.3 Vye Dm, z€ Dt, 有 


(Luy,z) = (y, Ld 2); (7.1.8) 

对 于 任意 的 ye Do, z € DE, H 
(Loy, 2) = (y, Liz). (7.1.9) 
证 明 ”根据 上 面 的 定义 及 Green 公式 立 得 . 口 


用 Ro, Ro 分 别 表示 Lo, Lt 的 值 域 , No, Nd 分 别 表示 Lu, Ly, 的 零 空间 ， 
No = {y € Du | (y) =0}, No = fy € Dy, | t* (y) = 0). 


显然 ye No 会 了 e NT 
引 理 7.1.4 


Ro Ny = L’[0,a), Ri 6 No = L?[0,a). (7.1.10) 


- 230 - 第 7 章 ”二 阶 非 自 伴 微分 算 子 


证 明 RER (7.1.10) 中 的 第 一 式 , Vf e L?|0,a) 5 Ng 正 交 的 充分 必要 条 
件 是 f € Ro, 即 存在 y € Do, 使 得 Uy) = f. 设 {u, 22} 是 NT 的 一 组 基 , 满足 
I+(z) = 0 和 初始 条 件 

z(a)=0, z(a) =1, 


22(a) = 1, 2(a) =0. 


对 任意 的 € L2[0,a), f € Nt e (fra) = (f z2) = 0. By 是 满足 如 下 初始 条 件 


的 解 
Ky) =f (7.1.11) 
y(0) = y'(0) = 0, 


由 Green 公式 得 


n " (()2 — yl (2))dz = [yz — yale = lv, 212 = iy, za); 


所 以 ， n " K(yJzrdz = y(a), 即 有 


(f, 21) = y(@), (7.1.12) 


同 理 可 得 
(f, 22) = —y'(a). (7.1.13) 


于 是 (fn) = (fz22) = 0 & yla) = y(a) = 0. MARK (7.1.11) 知 这 等 价 于 
y € Do, Bl f = ly) = Loy € Ro, IÑ (7.1.10) 的 第 一 式 得 证 . 

同样 方法 可 以 证 明 式 (7.1.10) 中 第 二 式 . 口 

引 理 7.1.5 SET Lo 与 Lg 的 定义 域 Do 与 Dj WE 17(0,c) AAZ, 所 以 
Lo, Lt 是 L2(0,a) 上 的 稠 定 算 子 . 

WEBB RUES. 车 Do 在 L2(0,a) 中 不 稠密 , 则 存在 f € LO a), E f 40, 但 
fLDo, Bl vy € Do, 

(y, f) = 0. (7.1.14) 


设 z 是 方程 i(y) = f 的 任 一 解 , ze D+, 则 式 (7.1.14) 化 为 (y, L*z) = 0. 根据 引 理 

7.1.3 可 知 (Loy, z) = 0, 即 zLRo, 再 根据 引 理 7.1.4 得 z € Ni ,所 以 ,了 = i+(z) = 0, 

FA. 因此 Do 在 L?(0,a) 内 稠密 . 同 理 可 证 Dj 在 L?(0,a) ABA. 口 
引 理 7.1.6 ”下 列 关 系 成 立 : 


Li =L}, Ld = Lm, (7.1.15) 
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L% =L, Ls =Lo,. (7.1.16) 


证 明 RUER (7.1.15). E5138. 7.1.3 中 的 式 (7.1.8) 和 式 (7.1.9) All Lt, C Lg 
Al Lu C Lt 成立. 下 面 只 需 证 明 Lic Lh 和 LI cL 即 可 . 这 里 只 证 第 一 个 
包含 关系 , 第 二 个 包含 关系 同样 方法 可 以 证 明 . 

设 /es D(Lj), Ho = Lif, 则 对 于 任意 的 ye Do, 


(Loy, f) = (y, Lof) = (v. 9). (7.1.17) 
Wz 是 L+(z) =g 的 任意 解 , 其 中 ze Dt, 则 
(v. g) = (y, D*z) = (Loy, z), (7.1.18) 


由 式 (7.1.17) 和 式 (7.1.18) 可 得 
(Loy,f—2z)—0, Wy € Do. 


从 而 f- zLRo, B p f-zeNICD' TE 
f=z+(f-z)€ Dt, 
Ljf =g =L*z. 
所 以 Ls CL, 故 Ls Li. WS Li — Lu. 同样 的 办 法 可 以 证 明 式 (7.1.16) 成 立 . 
口 
在 L7(0,00) E, 引入 由 式 (7.1.1) 生成 的 最 小 算 子 Lo MENIT Lt, 
先 定义 Lh M LY, 
Loy —l(y) y € Do; 
Ljy—-l'(y, ye De, 
其 中 ， 
Do —(y € Du | ae>0, 使 得 y E [0,a] HA, A y(0) = y'(0) = 0], 
Dj = {y € Dj, | 3a» 0, 使 得 y 在 [0,a] 外 为 零 , 且 y(0) = y'(0) = 0). 
引 理 7.1.7 Dj 和 Dr 在 L?[0,oo) 内 是 稠密 的 , 所 以 , Lh 和 Lt’ 是 LIO, 00) 
内 的 笛 定 算 子 . 
证 明 Xf Va 0, FA Loa, La, Loy, Li 分 别 表示 算式 (7.1.1) 在 空间 L2(0, a) 


内 生成 的 最 小 算 子 、 KAT. BARATAR FT. 1?(0,0) 是 L2(0, co) 
的 一 个 子 空间 . vf € L?(0,a), TURA: 当 > > a 时 , f(z) = 0. 对 某 个 a, 由 引 理 
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7.1.5 可 知 , D(Loa) = DInZ2(0,o, 且 在 L?(0,a) AAR. Vf € L7(0, 00), 若 请 DJ)， 
Jl] fLD(Lo,a), 从 而 当 x € [0,a] 时 , f(x) = 0. 这 是 因为 D(Loa) 在 L7(0, a) 内 是 称 


密 的 . 由 a 的 任意 性 有 f(x) =0 (x € [0.00)). 故 Di YE L?[0, oo) AAR. 口 
引 理 7.1.8 BF Lh, Li 5 Ly, Li, 具有 如 下 关系 : 
I =Li, I *= Lm. (7.1.19) 


证 明 ve Di, ze Dt, 由 式 (7.1.6) 得 
(Loy, z) = (y, Lisz) 

即 有 Li CLA". 

只 需 再 证 相反 关系 L" c Ls, 即 可 . vf e D), 设 

Ly f =g, 
WW vy € DL, A 
(Loy, f) = (4,9). (7.1.20) 
对 于 某 个 a > 0, 考虑 ye Dh, y 在 [0,0] 外 等 于 零 (BI y € D(Lo,)). 令 


xz), x € [b,a], , t€j0,aj 
maf f(a), 2 € [0,4 TE g(a), ze [o,a] 
0, 220, 0, za, 
则 式 (7.1.20) 转化 为 
(Lo,aY, fa)a = (Y, ga)a, 
EP, (Ja 表示 L2(0,a) 上 的 内 积 . 所 以 fa € D(L$,), ga = Laf. 由 引 理 7.1.6 
知 , fa € D(L1), H. ga = Li fa 由 的 任意 性 及 f € L?(0,00), g € L7(0,00) 得 
f ED(Lt), Bg= L*f. PI, D = Lh. 
同样 可 以 证 明 Li* = Lm. O 
根据 式 (7.1.19) 可 知 , Lm ALY, BABS, Lh 和 L+ 分 别 是 Lx 和 Lt 的 限 
制 , 所 以 , L A Lt 均 具有 闭 包 . 用 Lo 和 Li 分 别 表示 L 和 Lt 的 闭 包 , Do 和 
Dj 表示 其 闵 包 的 定义 域 , 称 Lo 和 Lt 分 别 是 由 式 (7.1.1) 生成 的 最 小 算 子 和 最 小 
FAT, 而 且 满足 
L% =L, LẸ = Lo. 
所 以 , 很 容易 得 到 下 面 结论 . 
定理 7.1.9 BF Lo 和 Lt 在 空间 L?[0,o0) 上 是 两 个 -对 称 算 子 , BI 


LoCJL9J— JLa4J, Lj CIT —JLyJ, 
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其 中 , J 是 L210, oo0) HOSCE TET, 即 对 于 vf € 170,00), Jf(x) = f(z). 


7.0 方程 Ly) = Ay ERWA 


本 节 均 假设 复 函 数 p(x) 是 区 间 [0, o0) 上 的 可 积 函数 . 
7.2.1 ”关于 积分 方程 的 一 些 引 理 
本 小 节 主 要 考虑 积分 方程 
ul(z, s) = f(x, s) +f K(a,&,s) u(£, s) d£, (7.2.1) 


其 中 , SUME k(x, €, 5) 满足 下 列 条 件 : 

(1) 对 于 复 平 面 上 的 某 一 点 集 互 内 的 一 个 固定 s 和 [a, co) 上 固定 的 2, k(x. €,s) 
关于 & 在 fa,co) 上 是 可 积 的 . 

(2) FEE y< 1, 使 得 对 Vs € E, Vx € [a, 00), 


J * [h(2,€,8)] d£ <4, 
(3) 对 于 [a, oc) 内 固定 的 zo 和 万 内 固定 的 so, 


TBH 
8-480 


lim [ LIC €, s) = k(xo, €, 50)| dé = 0, 
其 中 , a < z, £o < œ, s, so € E. 
(4) 函数 f(x,s) 在 a < zx < oo, s € E LRF 2, s 是 连续 的 (jointly continuous), 
有 界 的 . 
引 理 7.2.1 ”着 积分 方程 (7.2.1) 中 的 核 满足 条 件 (1)~ 条 件 (4), 则 方程 (7.2.1) 
具有 一 个 在 Ep = [a,00) x E = ((z, s)|z€[a,oo), s € E) 上 连续 有 界 的 解 ulz, s). 
证 明 “利用 迭代 通 近 方程 的 解 . 设 
uo(z, s) = 0, (7.2.2) 
wins) = fGss) f ks) un 人 es) dt, (7.2.3) 
其 中 , a < zx < oo, sek. 下 证 Undi(z,s) 在 Ey 上 连续 有 界 , 并 且 V(z, 5) € &o, $R 
分 方程 式 (7.2.3) WM. 


对 n = 0, 上 述 结论 已 成 立 . BRM n< m 时 上 述 结论 正确 , BI Ye s) € Eo, 
hum(z, 8)| € cm; WA n=m+1 时 . 


| [| 869 st) a TIJM 8,9) dE < em < cm 
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从 而 证 明了 积分 方程 (7.2.3) 的 收敛 性 和 umile) 的 有 界 性 . 
对 于 (xo, 80) € Eo, 有 
|Um+i(z, s) 一 Um+1(Zo, s0)| 


-| was)umless)ae — [hio E soum (E, so) ag 


J ese ~ klao, & sous (6,5) dé 


+ /hlsosé, so)lum (6.5) — um (E 80) a 
E | J [k(z, £, s) V k(zo, €, 89)]um (E, s) a 
i N 
+| n k(zo, £, So) [us (£, s) m Um(E, 89)] a 
4 [G6 ous (6 6) — (E s0) ae 
< om f |k(x, £, 8) = k(xo, €, 89)] dé T Y SEEN [us (E, s) m Um(E, so)| 
4265, 人 Reo €, 80)| d£, (7.2.4) 


取 N 充分 大 , (x,s) 充分 接近 (zo, 50), 由 k(zo, £, 50) 的 性 质 及 um(E, 8) 的 连续 性 知 
式 (7.2.4) 右 端 可 以 充分 小 , 所 以 , umsil€,s) Æ Eo 上 连续 . 
考虑 级 数 
uo(z, s) + [ua(z;s) — uo(a, s)] + [u2(z, 5) — u1 (z, 5)] ++ 
[us (2, 5) — us 1(2,8)] + [un+1 (7, 5) ^ un(m, 8) ++, (7.2.5) 
4 


Un = sup |uy,(r,8) — tn—i(z,s)|, nm=1,2,---, 
(z,s)EEo 


并 且 设 uo 一 0， 则 
|wn+i(zZ, 8) 一 Un(2, s)| = | f k(a, €, s) [un (£, 5) = Un_1(é, 8)] dé 
X Un n |k(z, 6, s)| dé < Yun, 


即 


Un+1 < V Y. 


MHF y « 1, 所 以 , RB 
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Ug + Uy + Ug +--+ +Un tes: 


收敛 . 从 而 级 数 (7.2.5) YE Eo 上 一 致 收敛 , 并 且 


u(z,s) = uo + >》 [un 人 (z， 8) ~ Un—1(Z, 5)] = lim Un (T, s). 
所 以 , u(z, s) 是 积分 方程 (7.2.1) 的 解 , 而 且 根据 umla, s) 的 性 质 以 及 在 Eo 上 的 一 
致 收敛 性 可 得 w(x, s) 在 Eo 上 连续 并 有 界 . 口 
引 理 7.2.2 RE (1)~ 条 件 (4) 成 立 , 并 且 
(5) E 是 复 平面 C 上 的 开 集 ; 
(6) 对 区 间 [a, oo) 中 的 每 个 固定 的 >, f(x, s) 在 E 上 是 解析 函数 ; 
(7) 对 每 个 固定 的 z € (a, co), 每 个 满足 条 件 条 件 (4)~ 条 件 (6) 的 函数 f (o, 5), 


积分 / " k(z,&,) F(E, 8) dé 在 互 上 是 解析 函数 ， 


则 对 每 个 在 [a, o0) 上 固定 的 z, 方程 (7.2.1) 的 解 u(x, s) 在 E 上 是 解析 函数 . 

事实 上 , 对 每 个 固定 z € [a, 00), us (z, s) Æ E LET PR, 由 一 致 收敛 性 得 
u(x,s) 在 上 也 是 解析 函数 . 

iE1 Faqa) 在 [a,00) 上 可 积 , vi(z, 6,5), v2(m, 6,5) f£a&« x,£ «oo, se E 
上 满足 条 件 : 

ef de <1, c= max { suply Gs 65) sup lens 6,9)]) 
则 
vi(z, é, s)a(£), aszt«m, 


k(z,£,5) = (7.2.6) 
un [neto o&z«6, 


满足 条 件 (1) 条 件 (3). 
注 2 E vi(z,€,s), v2(z,6,5) 对 于 固定 的 £,x € [a,b], 关于 s YE E 上 解析 ， 
WW k(x, €, s) 满足 条 件 (7). 


7.2.2 ”方程 Wy) = Ay 的 解 系 


下 面 考虑 微分 方程 
L(y) = Ay (7.2.7) 
基础 解 的 性 质 . 上 述 方程 (7.2.7) 可 化 为 
y” + Ay = p(z)y. (7.2.8) 


利用 常数 变易 法 可 得 方程 (7.2.8) 的 解 ， 
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i i i —isc 7 isz 
y(x, s) 2 c1e^* + ege “7 + 35° 1 f e5*p(£)y(£, s) d£ 
T1 


=g [ POE, s) at (7.2.9) 


其 中 , s = VA =0 +ir, 0 < args < x, T ÈO. 
在 式 (7.2.9) PS c = li ea = 0,21 = za = oo, 则 得 到 方程 (7.2.7) 的 一 个 特 
"lg on 
ylz, s) = e^" + z f [5579 — e E-D]pE)ylE, 8) dé. (7.2.10) 


根据 积分 方程 理论 可 知 , 24 z 充分 大 时 , HE (7.2.10) 有 解 . 
设 y(z,s) = eis*z(z, s), 则 方程 
z(z,s) =1+ = fu — eis(€-) n(€) 2 (E, x) d£ (7.2.11) 


有 一 个 非 零 解 z(z, 8). 
FARERI kla, ts) 为 如 下 形式 


0, axem, 
k(z,6,5) = | in gH -»pE, a<ace (7.2.12) 
的 积分 方程 (7.2.1), 即 在 式 (7.2.6) 中 ， 
(i65) =0, vain 65) = EU — e60], 
设 E 是 复 平面 C 上 的 集合 : E= {s €C ]|Ss 20, |s| >y > 0}, WH e>ac A 
8€ E, 
je2isé-2)| = 97 296(E-2) < 1, 
所 以 ， 
lex, £, s)| < 


xl= 


E Z2 Ip(z)| d£ < 工时 , 根据 引 理 7.22 的 注 1 可 知 , 核 k(z,&,s) 满足 
引 理 7.2.1 的 所 有 条 件 ， 从 而 方程 (7.2.11) 具有 一 个 关于 (z,s) 连续 的 , 在 Eo = 
{(z,s) | z € [a,o0), se 上 有 界 的 解 z(z,s), 而 且 在 上 半 平 面 为 解析 函数 . 
所 以 ， 

ylz, s) = e**z(z, s) (1.2.13) 
是 积分 方程 (7.2.10) 的 解 , 也 是 方程 (7.2.7) 的 一 个 满足 一 定 初始 条 件 的 解 . 
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将 解 (7.2.13) 在 (0,00) 上 延 拓 后 记 为 mi(z,s). BR m(z,s) 可 以 延 拓 到 [0, a] 
上 , 使 其 在 r = a 处 满足 条 件 y =m, y = vl. y 在 [0,0] 上 满足 方程 (7.2.10), 所 
以 , yi(z,s) 就 是 在 [0,00) 上 方程 (7.2.10) 的 解 , 也 是 方程 (7.2.7) 的 解 , 即 有 如 下 
结论 . 
定理 7.2.3 ”方程 (7.2.7) 存在 一 个 解 yi (m, s) 满足 积分 方程 
nis) =e + / fet) — eO e(t) dé, ^ (1214) 
其 中 , y(x, 5) = ei*"z(z, s), z(2,5) 在 区 域 ((z, 5) a <z < oo, |s| 2 y 2 0, S882 0) 
是 有 界 的 ,并且 选取 充分 大 o, 使 得 2 / jp(elae < 1, W gn (m5) KF 2,8 (a > 


0, Ss 2 0, 5 #0) 是 连续 的 , 对 固定 的 z € [0,00), vi (z,5) 在 Ss > 0 上 关于 s 是 
一 个 解析 函数 . 
同样 的 办 法 在 式 (7.2.9) PS cl = 0,05 = 1,21 = 00,22 = a, 得 到 如 下 结论 . 
定理 7.2.4 ”对 固定 的 y > 0, |s| > y, Ss > 0, 方程 (7.2.7) 存在 一 个 解 yo (a, s) 
满足 积分 方程 


yz, e) et ple,s) dé 


-元 n ei*(€-9) (ey. (£, s) d£, (7.2.15) 


其 中 选取 a 充分 大 , 可 使 得 二 f 7p(O d£ « 1, 


ya(m, s) = e u(x, 8), 


u(x, s) 在 区 域 ((m,5) |a & z « oo, [s| 2 y » 0, Ss 2 0) EAR, 则 函数 yo (x, s) X 
F 2,8 (x 2a, Ss > 0, |s| 2 y) 是 连续 的 , 对 [0, 00) 中 的 每 一 个 固定 值 x, y(x, s) 
在 (se C| 85 2 0,[s| > 7} LEKF s 的 解析 函数 . 


注 ”在 此 情况 下 ， 
-legm-Op() a<t<reo, 
k(z, €,5) = " (7.2.16) 
-3,P). axrz«t«oo. 


为 了 得 到 方程 (7.2.1) Æ s 为 非 负 实数 时 的 一 个 特殊 解 , 在 式 (7.2.9) 中 令 ci = 
0, c9 = 1, zı = za = co, WA PRE. 
定理 7.2.5 方程 (7.2.7) 存在 一 个 解 ys(z, s) 满足 积分 方程 


ys(z,s) =e 18? 十 5 f [e8 — ei) ine) ys(E, s) d£, 
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其 中 , wa(z,s) = e-57w(z, s), AW wlr, s) 在 区 域 {(x,s) |a <x < oœ, s> y 5 0) 
上 有 界 , 并 且 对 充分 大 的 a, 当 > n “|p(8)| dé <1 Bt, BAK valz, s) Æ (m5) la < 
zx < o0, s > 0} EXT z, s ER. 
7.2.3 sa(z,s), yz(z, s), ys (m, s) 的 渐 近 估计 ( 当 z 一 十 ce 时 ) 
定理 7.2.6 74 z — oo 时 ， 
yi (x, s) = el**[1 + o(1)], (7.2.17) 
yi (a, s) = ei? [is + o(1)], (7.2.18) 


XT s 在 区 域 {s | |s| 2 y > 0, Ss > 0) 上 一 致 成 立 . 
证 明 ”考虑 积分 方程 


x(as)=1— f op) de | POE) d 
=1 + x f [1 — e2:5879 ]p(£) z(£, s) d£, (7.2.19) 


对 充分 大 的 a, 4 |s| 2 y 20, x 2 a 时 , 由 定理 7.2.3 可 知 , z(1,5) 在 上 述 区 域内 有 
Ft, 不 妨 设 |z(z,s)| < ex, 则 


sf [1 — e258 -=)}p(€)2(€, s) a| < af IP(€)| d£, 


而 [ipe d£ > 0 (e — +00), BiB, 6 [sl > y, Ss > 0, 2 — +oo M, 


z(z,s)=1+0(1) > y(z,s)= e**(1-4 o(1)). 


同样 由 
viles) =e fis 5 [7 i+ etle), s) ac 
可 得 y! (z, s) = ei**(is + o(1)). D 
定理 7.2.7 “对 固定 的 7 > 0, 24 z 一 +o 时 ， 
yo(z,s) =e **[1 + o(1)], (7.2.20) 
yalz, s) = e **[—-is + o(1)], (7.2.21) 


在 {s | |s| > y, Ss > e > 0) 上 一 致 成 立 . 
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证 明 ”考虑 积分 方程 
wes) i-a. PEIEE, s) dE- 5 f PEES) d£ 


的 解 u(x, €). 由 定理 7.2.4 可 知 , 在 区 域 {(z,s) | x >a, |s| 2 y) 中 u(z £) BR, 不 
Pi [u(z,s)| < co WX [s| > y, Ss >e > 0, Hx >a, 


元 f e? o-Op(g)u(t, s) ag 


<2 f e728) p(e)| dé 
Nu ( f "etr 6-9|p(e)| de + f. e? 6-9) p(g)| J 


2 

«ze f [p(£)] d£ + i Ip{é)| a); (7.2.22) 
并 且 | ] 

a] Pues) a| < 2 [ iO) ax (7.2.23) 


当 z 一 +00 时 , XX (7.2.22) 和 式 (7.2.23) 的 左 端 一 致 收敛 于 0, 所 以 ， u(z, un 
1 -- o(1), 从 而 证 得 式 (7.2.20) MR (7.2.21) 成 立 . 


同样 办 法 可 得 下 述 定理 . 

定理 7.2.8 ” 当 z 一 roo 时 ， 
ya(z, s) = e^" [1 + o(1)], (7.2.24) 
¥3(z, s} = e ?*"[-is + o(1)] (7.2.25) 


关于 s 在 区 域 0 «y € 5 < oo 内 一 致 成 立 . 
根据 上 述 结论 可 得 到 关于 Wi(z,s), yole, s) Hy (z,s),ya(z,s) 的 Wronski fT 
DX. 
um 7.2.9  yi(z, 5), yo(z,s) 和 y(x, s), ya(z, s) 的 Wronski 行列 式 满足 
W(y1,y2) = —2is, (7.2.26) 
W (y1, ys) = —2is. (7.2.27) 
证 明 ”由 定理 7.2.6, 定理 7.2.7 和 定理 7.2.8 知 , 对 yn (x, s), yele, s) 和 yao, s) 
的 估计 ， 于 是 得 当 zx 一 +00 时 ， 
W(yi, yz) = —2is[1-- o(1)], W(y1,y3) = —2is[1 + o(1)], 
由 于 Wi, yz) 和 W (yi, ys) 不 依赖 于 zx, 所 以 , o(1) = 0. 口 
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7.2.4 yi(m, s), y (2. 5), ys (m, s) 的 渐 近 估计 (34 s — oo 时 ) 
定理 7.2.40 Xİ 9520,24 5 oo 时 ， 


y(x, s) = e h +0 (3) ; (7.2.28) 


y (a, s) = ise? f +0 G) (7.2.29) 


KF x 在 区 间 [0, co) 上 一 致 成 立 . 
证 明 ”在 定理 7.2.6 的 证 明 中 , 取 a = 0, 对 充分 大 的 y 使 得 


1 oo 

JE CEID 
则 y(z, 5) 有 界 , 即 存在 c, 24 0 < 2 < oo, |s| 2 y 时 , |z(z,s)| <a. 于 是 
i fo — e” E-a) (eae, s) ag < E "n ip) at -o (2) | 


所 以 zxtz 214-0 (). 由 此 可 得 定理 结论 成 立 . Uu 


同样 的 办 法 , 利用 定理 7.2.7 和 定理 7.2.8 可 得 下 述 定理 . 
定理 7.2.11 对 Gs 20,24 s oo 时， 


yo(a, s) = e ^^ h +0 (5)| , (7.2.30) 
ys(z,s) = —ise sz h +0 (3) (7.2.31) 
XT z 在 [e,co) 上 一 致 成 立 . 
定理 7.2.12 X45 50, 234 5 — oo 时 ， 
y3(z, s) = ei? | +0 (2) ; (7.2.32) 
ys(z,5) = —ise is h +0 G) (7.2.33) 


关于 z FERIA [0, oo) 上 一 致 成 立 . 
在 本 节 的 后 面 恒 设 p(x) 满足 对 某 e > 0， 


J e? |p(z)|dz < oo. (7.2.34) 
0 
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下 面 考虑 在 式 (7.2.34) 的 假设 下 , y(x, s), yalz, s) 的 性 质 及 其 估计 式 . 
定理 7.2.13 ERIE (7.2.34) 成 立 , 则 方程 (7.2.8) 在 对 应 的 区 域 { (z,s) |O < 


z <œ, Ss -$] 和 fis) |0 <z <œ, Ss < E) LAF y(x, s) 和 y3(x,s) FF 


4E. 对 任意 固定 的 x e [0, 00), yi (, 5) 和 ys(x, 5) 分 别 在 区 域 Ss > -3 和 Ss < ; 
上 解析 ; yi (z, 8) 和 ya(zx, 8) 的 近似 公式 (7.2.17), 近似 公式 (7.2.18) 和 式 (7.2.24), 式 


(7.2.25) 分 别 关于 s 在 区 域 ss > _el 和 Ss < e 人 0cac 5) 上 一 致 成 立 ; 


y(x, s) 和 ys(z,s) 的 近似 公式 (7.2.28), 近似 公式 (7.2.29) 和 式 (7.2.32), IÈ (7.2.33) 
分 别 在 区 域 Ss > -3 和 Ss < ; 上 关于 x € [0,00) 一 致 成 立 . 
证 明 ”首先 给 出 一 些 基 本 不 等 式 : 


e*—] 


| < 2e%*, Kz > 0; (7.2.35) 


ez —1 


| <2, Rr <0. (7.2.36) 


令 z=z+i 对 |z| 2 1, RA 


e* —] 


| < lef -1] <let tase tl 


` < 一] 2, z <0, 
BUA, X [el > 1, | | 对 jz| « 1, 
z z20. 


2e*, 
el 22 1 1 
当 z>0 时 ， Iz | < 2e*. 方程 (7.2.11) 的 积分 核 (7.2.12) 表示 为 如 下 形式 : 
0, agéE<z, 
k , , = i a . 
(x, €, s) zz! u e?is(£-2)]e- 2e £e), £»z2a, (7.2.37) 


即 有 wpl(z, 6,5) = 0, vz(m, 6,5) = zzl -est je 225、 根据 不 等 式 (7.2.35), 对 
Ss > -el (s « s), s =0 +iT, T S0, € >x, fi R(2is(€ — z)) > 0, 而 


< 2eFl2is(£—x)] p—2erE 


1 , 
ol — qo eis(E-r)e—2£ 
2i(€ — x) l-e le 


_ E-r 
,€, —_ —— 
lea (z, €, s)] E 


—2e ?1(6-79)9-26£ c 3926(£-2)5-266 一 Qe-Beie 5 
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同样 由 (7.2.36), 对 Ss > 一 el (a < 5) , s = atir, T > 0, £ 2 z, A R(2is(£—2)) < 0, 


2 
故 [ioa (z, 6, 5)| < 2e ?^i* < 2. 
用 xe? p(x) RAF p(x), 则 引 理 7.2.1 和 引 理 7.2.2 的 条 件 满足 , HEH 264 < e, 


所 以 , zexe+p(z) 在 (a, oo) 上 可 积 (这 是 因为 rexerp(z) = cce p(z)), 因此 
方程 (7.2.8) 的 解 ys (x, s) 存在 , HE Ss > -5 上 解析 . 类 似 定理 7.2.6 和 定理 7.2.10 


的 证 明 可 以 得 到 关于 yi(z, s) 的 估计 . 同样 办 法 得 到 关于 yle s) 的 相关 结论 ， o 
定理 7.2.14 AS AKT (7.2.34) 成 立 , 则 当 s = 0 时 , 方程 (7.2.8) 有 两 个 线性 无 


n) -1« f * (E — z)p(£) dk (7.2.38) 


ni) = 0+ f ^ (€ - )o(£)ys(£) d£. (7.2.89) 
24 2 — +00 WW, 对 Ve. <e, A 


yi(z) = 1 + o(e7*), (7.2.40) 
vi (2) = o(e7 ^); 

ya(z) = z[1 + o(e «1°)], (7.2.41) 
iz) = 1+ o(e-**). 


证 明 — (1) 在 方程 (7.2.38) 中 , > 


0, £«z, 
k , 3 = 
88) (1 - z) ép(é), £&»a, 


Jl] 1(2, 6,5) = 0, e2(2, 6,5) = 1 — z 在 引 理 7.2.1 中 , 用 zp(z) 代替 p(z), WEW 


足 引 理 7.2.1 的 条 件 , 01, 92 不 依赖 于 s. 所 以 , 方程 (7.2.38) 在 [a, 00) 上 有 一 个 解 
yi(z) BAAN, WE lyi(z)| € e (x € [a,00)), Wt z >a,0< 4 <e, 


n — z)p(&)w (£) dé ef (: - z) €|p(£)| d£ < 28 £|p(£)| d£ 


< oe / esié¢|p(E)| d£ = o(e-*:*). 


(这 是 因为 n T e slp(E)| de 有 界 , 所 以 ， J ” e^ elp(£)| d£ = o(1), z= +00. 
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同 理 (x) =- [n (€) d£ = ofe), 即 得 式 (7.2.40). 
(2) 在 方程 (7.2.39) 中 , 4 ylz) = zuz(z), 则 得 


mle) =1+ [ (os PE wale) d£ (7.2.42) 
4 
0, E< a, 
k(z, £,5) = z 
(1-2) =e), >an 


利用 Epe 代替 pE), 它 满足 引 理 7.2.1 的 所 有 条 件 , 于 是 方程 (7.2.42) 在 [a, 00) 
上 存在 一 个 有 界 的 解 w2(z), 设 juas) <c (z2 a), WX z2a,0«6e1«e, K 


Me -2) £ p(E) u2(£) d£ 


<e f (1-4) 5 eroa 


<a, © PON ae < fee ee ON ag aem 


viz) -1- [ PO wl6) ae —1— [^ € vie) uE a 


所 以 , IÑ (7.2.41) 得 证 . o 
定理 7.2.15 BÆ (7.2.34) 成 立 , yi (x, 8) 和 ya(v, s) 定义 同 定理 7.2.3 ME 
理 7.2.5 中 一 样 , 是 方程 (7.2.8) 的 解 . & yi (x, s) = e(z, 5), yale, s) = e i w(z, 8), 
则 z(z, 5) —yi(x) = s(x, sj w(x, s) (x) = sv(x,s), 且 当 a 充分 大 时 , FT m > a, 
对 所 有 s: Ss > -el (s « 3! 都 有 C(x, s)| «o; 对 所 有 s: Bs < el (= « 5): 
Iv(z,s)| < c2, 其 中 , c1, ca 是 常数 , vi (e) 由 定理 7.2.14 给 出 ， 
证 明 — (1) 首先 给 出 下 列 不 等 式 ; 


e^—1—z 


当 Rz «0H, E <3; 
M Rz > 0 时 , | T < ae, 


事实 上 , 当 |z| <1 Ff, 


e?;—1-—z 1 z z? 
^8 | ja tata 


1 
上 | 二-2<d 


22 
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24 |z|>1 时, W z= zr +iy, WA Rz = z <0 H, 


e-—l-z 


= < je7-1]+1< || + 2=e74+2<3, 


而 当 Rze=2 SOW, 


ez —l-z 


| <67 +2 < oF ene =e" 


所 以 , 所 述 两 个 不 等 式 成 立 . 
(2) 其 次 证 明 |c(z, s)| < ex. 
对 于 s, # Ss > -sl (s « s), 则 由 定理 7.2.3 中 关于 y (z, 5) = ei" z(z, s) 及 
定理 7.2.14 中 关于 y (2) 的 定义 得 


(0,8) =m) = a; [eps s) £= S E- Eme) à, 


ud 2is(£—2) i 
ies) n) fe EN e- Pole), 8) dt 


+f ^ (E — DEE, 2) — 1 (Ope) d£. 


根据 (1) 的 讨论 , 当 Ss =r 2 0 时 , 有 
c2is(6-2) — 1 — 2is(£ — z) 


BE-o S7 


49s=7 <0, 


2is(£— : 
e” (679) — 1 2is(£ — 2) < 3e-?*(£-2) < 30261 (6-2) < 30716, 


[2is(& — x)|? 
ž s #0, Ss > -el (s «$) IN, 
C(x, s) = z(z,8) 一 yi(z) 


对 固定 的 s, 35 a € [a,00) 时 , 根据 定理 7.2.3 和 定理 7.2.14, 函数 C(x,s) 是 有 界 的 . 
假设 m(s) = sup \C(a, s)|, 由 定理 7.2.3 All, z(z,s) 在 [a, 00), Ss 2 -el 上 是 有 界 
函数 . 设 


|z(x, s)| < C, TE fa, oo), Cs 之 一 E1. 


根据 上 面 估计 , 当 z > a 时 有 
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z(z,5) — (7) 


8 


«ec [^ eE (a elo(O) d£ + mls) f "(E  a)ly(£)l d 
«ec f EEPE) ag ent) f * &lp(£)| dé, 


所 以 ， 
ms) < 6e [^ eter temi) f dte) de. 
选取 充分 大 o, 使 得 [^ eO ae «1,0 
sc f * EEPE) de 
1- ple 


m(s) < 


故 当 r>a, s 40, Ss > -sl 时 ， 
6c se f pO] ag e?tg?|(e)| dé 


af pola £|p(£)| dé 


同 理 可 证 v(z, s) AR. 口 

推论 7.2.16 © z(z,5) — w(z, s) = sw(z,s). 车 条 件 (7.2.34) 成 立 , 则 对 充分 
大 的 a, 4 x > a, |Ss| < £1 < ; 时 , |w(x, s)| < c. 

推论 7.2.17 ”对 于 0 z «oo, RAK yi(2,0) = ya(2,0) = yi(x) 成 立 . 


T3 AF Le 的 预 解 算 子 及 其 谱 


7.3.1 BF Le 在 上 半 平 面 (Gs > 0) 的 特征 值 
本 节 研 究 微分 算 子 


C(x, s)| < 


Ley = L(y), 


其 中 , y € D(Le) = (y € Dui | y (0) - 9y(0) = 0} = Do. Wt Lo, Lm 是 分 别 由 微分 算 
3X (7.1.1) 生成 的 最 小 算 子 和 最 大 算 子 , 则 根据 第 7.1 节 及 第 4 章 的 讨论 知 


Lo C Le C Lm. 


当 p(z) 是 定义 在 (0,00) 上 的 实 函数 , IFA p(z) € Lice[0,00) If, Lo 是 实 对 称 微分 
HF, WH Lg = Lu. 如果 p(z) € L[0, oc), 或 者 e*p(z) c L[0, oo) 是 实 函 数 , 则 
根据 定理 7.2.6 估计 可 知 , 方程 ly = Ay 的 解 v (0, 8) 和 go (n, s) 至 少 有 一 个 不 属于 
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L210, oo), 所 以 , 微分 算式 (7.1.1) 是 极限 点 型 的 , 即 def(Zo) = (1,1). 330 € R Bf, 
Le 是 自 伴 微分 算 子 , 即 Lo = Lj. 

车 p(x) 是 定义 在 [0, 00) 上 的 复 值 函 数 , 且 p(x) € Locl0, 00), 则 Lo 是 三 对 称 
微分 算 子 , 而 且 Ls = Ly, Ly, = Lj. WR p(x) € L0, oo), 或 者 epz) € L[0, oo), 
那么 根据 定理 7.2.6 的 估计 可 知 , 方程 iy = Ay 的 解 yla, s) 和 yele, s) 至 少 有 一 个 
不 属于 L0, o0), 所 以 , 微分 算式 (7.1.1) 是 极限 点 型 的 . def(Zo) = 1, 并 且 当 0 eC 
It, Lo 是 十 自 伴 微分 算 子 , 即 Do = JL$J. 

下 面 假设 p(z) 是 复 值 函 数 , 并 且 es*p(z) € L[0, 00), Lo 的 点 谱 、 连 续 谱 和 剩余 
谱 分 别 记 作 op(Lo), oc (Lo) 和 o,(Le). Æ Lo 是 一 个 了- 自 伴 微分 算 子 , W o(Le) = 
op(Le) U ec«(Le), or(Le) = Ø. 

定理 7.3.1 ”在 正 实 轴 Rt 上 , Lo 没有 特征 值 , 即 


op(Lo)N Rt = Ø. 
WEA 当 入 =s < 了 且 s>0 时 ,根据 定理 7.2.6 和 定理 7.2.8, 对 方程 
L(y) = Ay (7.3.1) 
的 两 个 线性 独立 解 (7z, 8), ya(z,s) 有 
ln(z, sS)? = 1, lyws(ns)!—1, z-— +00, (7.3.2) 


所 以 , yi (2, s), ys(2, s) € L7?[0, 00). 由 定理 7.2.9 Al, Wy, ys) = —2is. 由 于 y(x, s) 
和 ys(z, s) 构成 方程 (7.3.1) 的 基础 解 系 , 所 以 方程 (7.3.1) 的 任何 解 均 是 yi (m, s) 和 
y(x, s) 的 线性 组 合 . 
设 
y = cl + cays, (7.3.3) 


是 方程 (7.3.1) 的 某 一 个 解 , 其 中 c1, ca 不 全 为 零 . 不 妨 设 cl £0, YR — 1 F 
Æ y = i cya. d de] > 1, IE [y| = Je? + ce“**  o(1)] > |e] — 1+ o(1), 所 以 
y € L?[0, 00). 同样 当 |c| < 1 时 , BA y ¢ L7[0, 00). X je] = 1, Re — eio, Ry 


y — ei** 十 e istgia 十 o(1) 一 ei$ [ei (5779) 4p ecisz- $) 十 o(1)] 
NEXU. 8 | 
—2e!3 [eos (zs 2) 4 o(1)|, 
以 , ly? = 2 (sq —2 |- 
所 以 , ly? = 4 [cos (sz 3 + o(1) 


& a, 表示 实 输 上 的 区 间 (2 (ek S) e (Z +n 2), M% s e 
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A, HY, cos? (sz 一 S) > 3 取 充 分 大 的 k, x, 使 得 |o(1)| < Z, 则 有 cos? (sz 一 z) 十 
o(1) > 2 从 而 ， 人 ly? dz > 5 故 f ly|?dx 是 发 散 的 , 即 y ¢ L?[0, oo). 口 


车 入 = s? g&R+, 不 妨 设 se C+, BIr = Ss > 0. 在 此 情形 下 , 根据 定理 7.2.6 
和 定理 7.2.7 知 , 对 充分 大 的 r > 0, [y]? = e7?77[1 + o(1)], |y]? = ezrz[1+ol)], 所 
以 ， yi(z, s) € L?[0, oo), 但 是 yo(z, s) ¢ L?[0, oo). 由 定理 7.2.8 All, W (y1, y) = 2is. 
由 于 yy 是 方程 (7.3.1) 的 线性 独立 解 . 所 以 , 方程 (7.3.1) 的 任何 解 y 均 是 yy 
的 线性 组 合 . 设 
y(z, s) = eui (z, 8) + eoa (x, s) (7.3.4) 
是 方程 (7.3.1) 的 解 , BHAT LO, co), 则 需要 满足 co = 0, 即 y(z, s) = crys (o, s). 
AB e; = 1, 则 y(z,s) = y(r, s). 入 是 Lo 的 特征 值 的 充分 必要 条 件 是 y € Do, 
即 
Vi (0, s) ~ Oy (0, s) = 0. (7.3.5) 
由 yi(z,s) KF s 的 解析 性 质 可 得 下 述 定理 . 
定理 7.3.2 Lo 的 特征 值 恰好 是 方程 (7.3.5) WEA, 其 中 , 入 = s2 H Ss > 0. 
所 以 , Le 的 特征 值 形 成 了 一 个 有 限 集 或 可 列 集 . 若是 可 列 集 则 其 聚 点 仅 可 能 在 正 


实 轴 上 . 
根据 估计 式 (7.2.28) 和 式 (7.2.29), 对 充分 大 的 s 有 


y. (0, s) — Oy1(0,s) = is | +0 (3) —8 Im G) = is h: +0 G) 40, 
因此 , 当 |s| 充分 大 时 , 和 = s? 不 是 特征 值 , 即 有 下 述 定理 . 
定理 7.3.3 Lo 的 特征 值 形成 一 个 有 界 集 , BD cp(Ze) 为 有 界 集 . 
7.3.2 Lg 的 预 解 算 子 及 Le Hit 


设 入 = s (SA > 0) 不 是 算 子 Lo 的 特征 值 , 则 预 解 算 子 R = (Lo — XI) f£ 
在 . 设 f € D(RA), 则 存在 y € L?[0, oo), 使 得 


Raf =y, ye D(Le), 
即 
Ley — y = f, 


从 而 
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Iu) — Au =f (7.3.6) 
y'(0) — 0y(0) = 0. 


利用 常数 变易 法 得 到 边 值 问题 (7.3. 9 的 解 y € L?[0, oo) 
y=c1yi(2, s) + c2y2(z, 5) 一 gm. yf y(£, s) f(€) dé 


esto [ nes) de, (73.7) 


其 中 , yi(z,s), yz(z,s) 是 方程 1(y) — Ay = 0 的 线性 独立 解 , 分 别 满足 定理 7.2.3 和 
定理 7.2.4 中 形式 (7.2.14) 和 积分 方程 (7.2.15). 根据 定理 7.2.6 和 定理 7.2.7 有 
Win, y2) = —2is, 而 且 yc L?[0, oo), y2 ¢ L?[0, oo), 由 Yy E L?[0, oo) 及 边 条 件 
y'(0) + 6y(0) =0 得 
aang f EDO d, 
an _ y2(0, s) — 6y»(0, s). 
"yt (0, 8) = Oy(0,s) 


4 
_ y2(0, s) = 0y (0, s) 
p(s) m yi (0, s) ovi. s) EJ (7.3.8) 


m 
cı = YO) MODUS dé. 


2is 
把 ci, co 代入 到 式 (7.3.7) 得 


Rf =y= [ ” k(z, &X)f (€) dt, (7.3.9) 
其 中 ， 
VO yz, sinl, s) -nla s)urlE,s), 0€ Ez, 
k(z,&,A) (7.3.10) 
«c San (2, s)yi(, s) 一 — sn(£,s) r«£xoo. 
4 
k(2,£,4) = vs) “zig i(Y, mE, 8), (7.3.11) 


— sla, s)ya(f,s), OX E<z, 
kn(2,€,A) = (7.3.12) 


1 
~ 55 2n s)yalE, s), T< € < oo, 
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则 k(z, €, à) = ki (x, E, 和 ) + k2 (x, &, A). 
下 面 证 明 积 分 核 (7.3.10) 所 确定 的 积分 算 子 Ra 是 定义 在 L?2[0, oo) 上 的 有 界 


算 子 . 

由 于 yi(a,s) € L?[0, oo), 所 以 , ki(z, £, A) 是 Hilbert-Schmidt 核 , 以 ki(z, £, A) 
为 核 的 积分 算 子 不 仅 有 界 , 而 且 是 全 连续 算 子 . 只 需 证 明 以 kz(z,é, 入) 为 核 生 成 的 
积分 算 子 的 有 界 性 . 

考虑 当 p(xz) = 0 H 0 = 0 的 特殊 情形 . 在 此 情形 下 Lo 是 一 个 正定 的 自 伴 算 
子 , 所 以 Lo 的 所 有 谱 均 包含 在 正 半 轴 上 . 对 非 正 半 轴 上 的 任何 点 A, 对 应 的 预 解 算 


T Ry = (Lo - A7 在 整个 空间 L0, 00) 上 有 界 , 并 且 其 范 数 R < 4, 其中, d 
是 到 正 实 轴 的 距离 ,在 此 情形 下 , 以 kola, £, A) 为 核 所 定义 的 积分 算 子 是 定义 在 
全 空间 L?(0,oo) 上 的 有 界 算 子 , 而 且 其 范 数 不 超 过 I ps E Ikoll = Ik kill < 
[kll + I] < 5+ kall. 此 时 ,yy = en, ya = et 0 = 0, (5) = —1. 所 以 


hy (z, £, A) = — gent), 


- d uiste- 90, 0xtcm, 
ka(z,£, À) = | 2is 


1 
_ 2 pis(€-x) < 
2is* , BEX OO. 
X s=o+ir, 7 5 0 F}, 
oo oo 
TEE f f [ki (2, €, A) Pde dé 
0 0 
1 fS /> 3; 1 1 
= —— —2T(r-£) — _ 
arf, | e dz dé = DE as 
PA, lkl) <——, esl < t+ 
4r|s|' d 


因此 , 对 vf € L?[0, oo), 


L n ko( (x ‚Ê, AJF (E) zi dz < (3 | aa) L HO) )? d£. (7.3.13) 
取 s=ir，r>0, 则 入 =s2 =r, 于 是 得 


1 
we: 0< E <T, 
kalz, é, A) = 7T 


4r|s]' 


1 
5,9 679, z<&< oo， 
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1 1 1 1 5 
RH tog at E 故 式 (7.3.13) 可 化 为 


[M mero ac] ne 2 [P rentas 
m 


oo T co 2 
ji [ e [etre ag rer [entro ae] as 


<a vore 


[ e ef (6 aee f^ e77*|f(£)| ag] az 


m] |f (x) da. (7.3.14) 


考虑 一 般 情形 . 根据 定理 7.2.6 和 定理 7.2.7 中 关于 y(x, 5) 和 y(x, s) 的 估计 ， 
MF s=o+ir (r >0)， 


也 即 


lui(z, s)| < ce 77,  lya(z, s)| < ce7®, (7.3.15) 


其 中 , c 是 常数 . 根据 kolz, 6, A) 的 定义 及 式 (7.3.14) 和 式 (7.3.15) 的 估计 有 
oo oo 2 
[Lf me eno ae as 


oo 


2 
dz 


aes) f EO dC ims [| m. 


2 oo z oo 2 
exa] ef eroare [entro ae] a 


^ua] |f) dz 
由 此 得 到 以 式 (7.3.12) 为 核 的 积分 算 子 ko 是 定义 在 L?[0, 00) 上 的 一 个 有 界 积分 算 
子 , 其 范 数 


kal < 
llkzll < ZI 


其 中 , ci 是 常数 . 由 式 (7.3.11) 生成 的 积分 算 子 k 满足 


[9 
kil| € —— 
| i| = Als|r’ 
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PRE, 
Č 
S k S 一 一 ， 
All < lall + hall < < 


其 中 , ¢ 是 常数 . 

由 以 上 讨论 可 知 , 对 任意 f(x) € L?[0,00), 公式 (7.3.9) 都 定义 一 个 函数 y € 
L?[0,00), y(z) 满足 微分 方程 边 值 问题 (7.3.6), 即 y(z) € Do, H. Loy — Ay = f. Hi 
此 得 到 Ze — AT 的 值 域 (BD R、 的 定义 域 ) 是 全 空间 L?[0,o0), MEAT R 与 以 
k(z, £, 4) 为 核 的 积分 算 子 是 相同 的 . 所 以 , E= (Ss > 0) 不 是 Lo 的 特征 值 ， 
则 A g o(Lo). 于 是 得 如 下 结论 . 

定理 7.3.4 在 CAR* 上 , o(Lo) BAT Lo 的 谱 集 ,集合 B = o(Le)N(C\R*) 
是 一 个 有 界 集 , 包含 至 多 有 限 个 或 可 列 个 特征 值 , 且 可 列 个 特征 值 的 聚 点 一 定 在 Rt 
E. VA € C\(BUR*), 预 解 算 子 R、 存在 , 并 且 是 一 个 以 式 (7.3.10) 为 核 的 有 界 积 
REF, 其 中 , 核 k(x,&, 入) 满足 


{lw€ NP dé < os, [ oa < œ. 
0 0 


定理 7.3.5 BF Lo 是 一 个 闭 算 子 . 

WEB] FA C\R*, 并 且 和 不 是 Ze 的 特征 值 , 则 Ry = (Ze — AD)! 在 
ZL2[0, oo) 上 是 一 个 有 界 算 子 , MA, Ry, 是 闭 算 子 . 而 R,! = Lg — AI, 所 以 , Lo 也 是 
ABT. o 

51 7.3.6 ”对 于 任意 y € Du, 当 z 一 +o 时 


y(z)—0, y'(z) > 0. 
证 明 vy € Dm, 存在 0, 使 得 ye De(b 可 能 有 限 , 也 可 能 无 限 ). 假设 ye Do, 
令 
f(z) = (Le - Ay, 
其 中 , A €C, A g o(Lo). 则 根据 式 (7.3.9) 得 


ve) Sem s) [ HOn) dE — inle s) f° fva 9) dt 


ashes f HOE s) at, (7.3.16) 


v) - aos) [^ fw (6.9) de- giles) f Ovals) a 
1 
ET 


Wes [^ HONE, 2) de, (7.3117) 
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其 中 , s? =, F¥s>0. 

又 由 定理 7.2.6, 当 z 一 +00 时 , yi (z, s) 一 0, y1(z, s) — 0, 所以, 当 z 一 +00 
IN, aX (7.3.16) 和 等 式 (7.3.17) 右边 第 一 项 均 收 全 到 0. 利用 定理 7.2.7 中 对 
ya(z, s) 和 yo(z, s) 的 估计 及 定理 7.2.6 中 对 yi(z, s) 的 估计 式 (7.2.17) 就 可 得 到 等 


X (7.3.16) 和 等 式 (7.3.17) 最 后 一 项 的 估计 , 它们 都 不 超过 cer= T |/(£)le^75 dé, 
其 中 , c RHR, r= Ss > 0. 而 7 


(e [ (e a) «et f etae [^ IFOR ae 
-z[ wore (7.3.18) 


由 于 f(£) € L?[0, oo), 所 以 当 x 一 +00 BY, (7.3.18) 左 端 收敛 于 0. 因此 , 24 z 一 +00 
时 , 等 式 (7.3.16) 和 等 式 (7.3.17) 的 最 后 一 项 均 收 敛 于 0. 下 面 考察 等 式 (7.3.16) 和 
等 式 (7.3.17) 右 端 的 第 二 项 , 同样 利用 定理 7.2.6 中 对 yi (m, 5) 和 yt (zx,s) 的 估计 及 
定理 7.2.7 中 对 yo(z,s) 的 估计 式 可 以 得 到 等 式 (7.3.16) 和 等 式 (7.3.17) 第 二 项 均 
不 超过 


-TE 7 TÉ de 一 一 了 全 3 Pu d -TE et d 
es f etii) ac 6 [ sro ace [nro 3] 
其 中 , c 是 常数 , r = Ss > 0. 而 当 z 一 coo, 
—Tz 2 TÉ d£ =e77? $ $r&- iré d 
e n e*|f(£)] dé =e n e |f(£) d£ 
Xe 7* are —iré d 
<e "n obo" irt r(e)| de 
«ecd n e476] f(€)| dé 
«eim L e-i'f(e)de— 0, (7.3.19) 


2 
(一 MESS J eer fe af utor as 
-iü-e) [ (OP de 
< 元 人 |f) dé — 0, (7.3.20) 


由 式 (7.3.19) 和 式 (7.3.20) 的 估计 式 可 知 ， 当 x — +o 时 , 等 式 (7.3.16) 和 等 式 
(7.3.17) 中 的 第 二 项 均 收敛 于 0. 综 上 可 得 yi (x, s) — 0, yi (x, s) 一 0. 口 
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WEEE y€ Du, z € Dh, 都 有 
[ tox - vis = lg - via. (7.3.21) 
定理 7.3.7 
Ly =f. 
证 明 ”对 于 任意 的 ye Do, z € DF, [yz — y’Z](0) = 0, 所 以 ， 
[Cae - uias = tr - 30) = o, 


BI (Loy, z) = (y, Li z), 从 而 LE C L5. 
X} vz € DL;, 令 Lz =g. DF Ly C Lh, BU ze Dh, H g= Lyz= L}. 
另外 , 由 共 轿 算 子 的 定义 , 对 所 有 的 y € De (y0) — 9y(0) = 0), 
(Ley. z) = (y, g) = (y, L2). 


根据 式 (7.3.21) 得 [yz' — y 司 (0) = 0, 从 而 有 y(0)[z/(0) — 6z(0)] = 0. 
由 y 的 任意 性 及 Do 在 L?[0,o0) 中 的 稠密 性 可 得 z'(0) - gz(0) = 0, 所 以 ， 


z€ Dj, WH L5 c Lf. 定理 得 证 . 口 
定理 7.3.8 Wt Q 是 复 平 面 上 由 不 等 式 
0coxRKs«B, 0gds gy (7.3.22) 
所 定义 的 矩形 , 则 
I|. Rl > S, (7.3.23) 


EH, c 是 某 一 常数 , 入 = s2, scQ,r— Ss 0, Ry ESF Lo — M HVET. 
证 明 ”定义 f(z) 如 下 : 


0, T >a, 
f(z) = ya(&, s) yi(E, 8) dE 7.3.24 
©) mes -nt f rennen sea, P9 


] EDP ac 


其 中 , a 是 充分 大 的 一 个 数 . 由 i (m, s), ya (m, 5) 线性 无 关 性 可 知 f(x) 40. 显然 有 
f € L?[0, oo), A 


f . f(x) (z, s)dx = 0, (7.3.25) 


n : f(z)ys(z, s)dx = n . |F (x) |Pdz. (7.3.26) 
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HR (7.3.9) 可 知 , 对 于 Ry f(x) = (Lo — AD) 1 f(x), 利用 式 (7.3.25) MR (7.3.26) 得 
rs- f ES yi(z, s)yi(E, s) 一 Lyle, s)y2(£, | FCE) d£ 


2is 


EE ° __ 2 
= a; n G J ula) FE £) dE = ui 7,5 JA |f (a:)| dz. 
所 以 ， 


oo oo 1 a 2 oo 
Wi? - [^ fas [^ sias = ze (f Paz) [ inpas, 
0 a Al s| 0 a 


即 有 
Rall? > iss n nz n lun (z, s) Pda. 
根据 定理 7.2.6 的 估计 , 34 z  --oo 时 , y(x, s) = ei" [1 + o(1)] RF s (|s| 2 3) 一 
致 成 立 . 所 以 , 选取 充分 大 的 a, 使 得 Vs € Q, |o(1)| < 3 一 致 成立. 从 而 得 到 
oo oo e 274 
/ ln(z, s)| dz = / e > ; x (7.3.27) 


又 因为 ylz, s), y(x, s) 线性 无 关 , 所 以 , 对 vs EQ, "n |f(z) az 是 在 Q 上 关于 s 


的 连续 函数 , 而 且 在 Q 的 任何 一 点 均 不 为 零 , 从 而 积分 n “|f(z)?dz 是 大 于 零 且 
有 界 的 . dk 


cl e 274 cje 27a 


Rill? > — — = —— 
Rall > js 8T 327|s|? ' 


即 有 Il > $. x 

定理 7.3.9” 实 轴 上 任意 的 入 > 0 均 是 算 子 Lo 的 谱 点 . 

证 明 ”由 定理 7.3.8 中 式 (7.3.23) 可 知 , 当 和 无 限 接 近 ào (> 0) IN, Ry 是 一 
个 无 界 算 子 , 即 得 结论 . 口 

定理 7.3.10 ”在 实 轴 上 任意 入 > 0, 都 有 入 e cc(Zo). 

证 明 ”证 法 一 : 根据 定理 7.3.1 知 ，Lo 在 正 实 轴 Rt 上 没有 特征 值 . 另外 根 
据 定理 7.3.9, R+ C o(Le), 所 以 Rt C oc(Le) U or(Lo). 由 于 Lo 是 J-BfESET, 
or(Le) = Ø, 所 以 Rt C ec(Lo). 

证 法 二 : VA € Rt, Ry 是 无 界 算 子 , 故 只 需 证 明 D(R、) = R(Le— AI) 在 L?[0, oo) 
中 稠密 即 可 . 若 不 然 , 存在 f € LO 00), 使 得 vy € Do, 都 有 (Ley — Ay, f) = 0, BR 
(Loy, f) = (y, Af), 这 说 明 f € D(L5), B. Lf = Af, 也 就 是 说 f € Dt, LE f — Af, 
从 而 \ 是 由 Lt 生成 的 算 子 的 特征 值 . 与 定理 7.3.1 矛盾 . 所 以 ， 假设 不 成 立 ， 即 
D(R3) 在 L?(0,00) 中 稠密 . 因此 , 和 € oc(Lo). D 
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7.3.3 ”特殊 情形 


本 小 节 研 究 p(x) 的 虚 部 的 符号 和 9 的 虚 部 确定 的 情形 下 Lo 的 谱 的 特性 . 
设 入 = s2(s = oa 十 i7, 7 > 0) 和 y(z) 分 别 是 Lo 的 特征 值 和 对 应 的 特征 函数 ， 
y(x) € L?(0,oo), WW y(x) = ey (z, s), 根据 定理 7.2.6, 24 z 一 +oo HT, 


y(z) = ey (2,5) = cef + o(1)], y'(2) = isce*[1 + o(1)], 


其 中 , c 是 常数 . 

由 于 y(z) 满足 Ley = Ay, 所 以 , Uy) = Ay, y(0) = 0g(0). 设 入 = à + ire, 
0 = 0; + i62, p(x) = pi(z) + ipe(x), 其 中 , M, A2, 61, 62 均 为 实数 , pi(z) 和 pz(z) 为 
定义 在 (0,00) ANSE RR. 从 而 


b b b 
f (L(y)g — y (g))dz = (A — X) / ly[@da = 2: f lyl?dz. 
另外 ， 
B B B 
f U(y) ydz = —y'y| + f ly’ Pda + f ply|?dzx. (7.3.28) 


由 于 L(y) € L?(0, 00), y € L?(0, 00), 所 以 , 4 8 一 oo 时 , 5X (7.3.28) 左 端 极限 存在 . 
再 根据 y(z) 的 估计 式 y' (8) > 0, y(B) — 0 (8 一 oo), È y'(a) € L*(0,00), H y(z) 
是 有 界 函数 . 由 p(x) 的 可 积 性 可 得 , 当 8 一 oo 时 , 式 (7.3.28) 右 端 极限 也 存在 . 两 
端 取 极限 得 


n (y) 7 dz = 6ly(0)? + n |y Pda + n plyl^dz, 
ate ty 
~~ r—6 2 °° 12 oO 2 I 
n K(y) ydz = Bly(0)|? + n ly! Pde + f Plyl?dz, 
FE, 
[Carn War = zio + 2 f ~ pa(2)lydz, 
0 0 
所 以 
A T 2dz = 2 T 2dr. 
z / wldz = &s|y(0) 2 + f ma(zjlyl2a 


引 理 7.3.11 ÆR (7.1.1) 中 , 3$ pa(z) = Sp(z) < 0, 90 < 0, 则 函数 p(s) = 
(0, s) 一 0y (0, s) 在 正 半 实 轴 上 没有 零点 . 
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EAR BAR, ds = $9 > 0, 使 得 (So) = 0. 而 当 B 一 DO 时 ， 
y (8) (8) = iaoeimefl + o(Djerioell + o(1)] = isoli + o(1)] 
并 且 将 1(y) = Ay = s2y 代入 式 (7.3.28) 得 
B B B 
E n ly[2dar = —iso[L + o(1)] + Oly(O) + f dz + n ply^àz, 
B ALIS 
8 _ B B 
E n luda = iso[L + o(1)] + Sly(0)f? + n ly/Paz + [ plyl^dz, 


以 上 两 式 相 减 得 


B 
0= ~sol + o(1)] + Goll? + f paluds, (7.3.29) 
0 
其 中 , bg = 96, palæ) = Sp(z). 4 8 充分 大 时 , 式 (7.3.29) 右边 值 为 负 值 , 矛盾 . 引 
理 得 证 . 口 


定理 7.3.12 Ë 02 = SO « 0, po(x) = Sp(z) <0, (x € [0,00)), WAT Lo 的 
特征 值 在 下 半 平 面 上 . # Ze 的 特征 值 在 负 半 实 轴 上 , 则 Sp(z) = 0, Se = 0, 从 而 
Ze 是 一 个 自 伴 算 子 . 在 此 情形 下 , 所 有 的 特征 值 均 在 负 半 实 轴 上 , 且 只 有 入 = 0 可 
能 是 Lo 特征 值 的 聚 点 . 

证 明 PA =A + ig 是 Lo 的 特征 值 , 记 9 = 61 +ib, p(x) = pi(z) 十 ipz(z)， 
则 


{ot -yrds = 2102 OP +23 [m2 tas, 
0 0 


从 而 
A2 n ly ^ dz = 62 |y(0)]? + n pa(z) |y? da. (7.3.30) 


根据 定理 条 件 可 知 式 (7.3.30) 右 端 小 于 等 于 零 . 所 以 , 有 M = SA « 0, 特征 值 在 下 
半 平 面 . 

do — 0 只 有 在 62 |y(0)|? — 0 E po(z) |y|? YE [0,oo) 上 几乎 处 处 为 0 时 才能 成 
AX. 又 由 于 y(z) 是 L(y) = Ay 的 非 零 解 , y(z) 在 (0,00) 上 不 恒 等 于 零 , 所 以 , 只 有 
在 [0, 00) 上 几乎 处 处 pa(z) = Sp(z) = 0 才 成 立 . 于 是 i(y) 是 一 个 对 称 微分 算式 . 

又 由 62 |y(0)? = 0 可 得 0 = 0 或 y(0) = 0. # y(0) = 0, Hy € De, I 
y(0) = 6y(0) = 0, X y(z) 是 二 阶 方程 (y) = Ay 的 解 , 从 而 y(0) = 0, 与 y EEF 
fü. 故 只 能 有 90 = 6, —0, OER. 

综 上 所 述 , A; = 0 只 有 在 Le 是 一 个 自 伴 算 子 的 情形 .此 时 Lo 的 谱 均 在 实 轴 
+E, Bl o(Le) C R, 故而 Lo 的 所 有 特征 值 也 均 在 实 轴 上 . 
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车 入 = s? 是 Lo 的 特征 值 , 则 s 是 p(s) = 外 (0,s) — Om (0,5) 的 零点 . 根据 引 
理 7.3.11 知 所 有 特征 值 均 在 负 半 实 轴 . 由 4%(s) 的 连续 性 , o(s) 的 零点 的 聚 点 so W 
Æ ó(so) = 0, 再 由 引 理 7.3.11 知 so < 0, W ols) 的 聚 点 只 可 能 是 so = 0. : 

注 1 用 类 似 的 方法 可 以 得 到 关于 Sb > 0, Sp(z) > 0 时 的 相应 结论 . 

注 2 同样 的 方法 , 可 以 得 到 上 述 结论 的 推广 . FETE e 0, 


f eff |p(z)|dz < oo, (7.3.31) 
0 


则 上 述 结论 均 成 立 . 

定理 7.3.13” 若 p(x) 满足 条 件 (7.3.31), FE p(x) 和 9 满足 定理 7.3.12 的 假 
设 , 则 微分 算 子 Lo 仅 有 限 个 特征 值 , 且 在 正 半 实 轴 Rt 上 没有 特征 值 , Xo = 0 属于 
Lo 的 连续 谱 . 


7.4 正则 边 值 问题 


7.4.1 ”正则 边 值 问题 的 特征 值 
本 节 主 要 在 区 间 [0,5] (0 <b < oo) 上 研究 微分 方程 


ly)=-y + p(a)y = Xy (7.4.1) 

及 边 条 件 
y (0) = 4y(0), (7.4.2) 
y'(b) = 6y(b) (7.4.3) 


所 生成 的 边 值 问题 (或 微分 算 子 )， 其 中 ，p(z) 是 [0,0] 上 定义 的 复 值 函数 ， 且 
b b 
n Ip(z)|dz < oo, 或 n e*?|p(z)|dz < oo, 0 Ej 0, 是 任意 复数 . 


$ 入 = s?, 设 wi(z, s), us(z, s) 是 方程 (7.4.1) 的 两 个 线性 无 关 的 解 , wi (zx, 5), 
us(z,s) 在 复 平面 上 某 一 区 域内 是 s 的 解析 函数 . 由 于 方程 (7.4.1) 的 任 一 解 可 以 表 
示 为 

y = Cl1U1 十 €2us, 


所 以 , 满足 边 条 件 (7.4.2) 和 (7.4.3) 的 解 y 中 的 常数 cl cy 满足 如 下 方程 组 


[u4 (0; s) — 8u (0, s)]ci + [u2(0, s) — 6u2(0, s)]co = 0, 
[ui (b, 8) — 61ui (b, s)]ei + [u5(b, s) — 61uz(b, s)]ca = 0. 


由 此 , c1, cz 是 一 组 不 全 为 零 的 常数 的 充分 必要 条 件 是 
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uj(0,5) — 0u1(0,5) ws(0,s) — Ou2(0, s) H 


- 0. (7.4.4) 
uj(b,s) — 01u1(b, s) uh(b, s) — 01u»(b, s) 


W(s) = 


由 上 述 讨 论 可 知 , A = s? 是 边 值 问题 (7.4.1) (7.4.3) 的 特征 值 的 充分 必要 条 件 
ke W(s) — 0. 4 W(s) 的 零点 为 s1(b), 52(b),--- ,sn(b),…, 则 An(b) = s2(5) (n = 
1,2,---) 是 边 值 问题 (7.4.1)~(7.4.3) 的 特征 值 ， 对 应 的 解 yn = ciui (m, ss (b)) 十 
cauz2(z; s, (b)) 是 特征 值 An (b) 所 对 应 的 特征 函数 . 

我 们 仍然 假设 i (m, 8), ya (x, s) 是 式 (7.2.14) 和 式 (7.2.15) 中 所 给 的 方程 (7.4.1) 
的 两 个 特 解 


— Qism i " is(£—2) _ is(z-&)] ( ) (£ )d£ 
yi(z, 8) =e tfe e p(é)y1(€, 5)dé, 
: b 
alas) = e -er p(eyu (E, s)dt 
E 8 * 0 时 ， y (0, 8) m 031 (0, s) 与 y»(0, s) ~~ 0y»(0, 8) 均 不 为 零 . 否则 


yı (0, 8) ya(0, 8) 
yi(0,s) y2(0,s) 


? 


与 viz, 8); ya (a, 8) ADT. " 
Y1\9, 8) — V1y1 (9, 8 
Feb = s) Dads) 


y = y1(z, s) 一 A ea (x, 8). (7.4.5) 


24 s = sn(b) BT, 它 满足 边 条 件 (7.4.2) 和 (7.4.3). 所 以 , yn = y(2, Sn(b)) 是 边 值 问 
fA (7.4.1)~(7.4.3) 对 应 于 特征 值 A = ss (0)? 的 特征 函数 . 
用 ya(z, 8) 代替 y2(zx, s), 4 


g(x, s) = [y3(0, s) — 0ys(0, s)] yn (x, s) — [y1 (0, s) — Ay1 (0, s)] va (a, s), 
则 g(x, s) 满足 边 条件 (7.4.2). 如 果 方 程 
y (bs) — O18(b, s) =0 


的 根 为 sı(b), s2(b), tts su (b), Uta 则 An = 82 (b) (n—1, 2, tt -) 就 是 边 值 问题 (7.4.1)~ 
对 应 于 不 同 特征 值 的 特征 函数 是 J- 正 交 的 , BNSF Am, An 对 应 的 特征 函数 分 别 
为 Ym, Yn, pu 


7.4 正则 边 值 问题 -259. 


b 
[Ym Yn] = (Ym, Jyn) -f Vmyn dx 一 0. 


事实 上 ， 


b b b 
(An 一 An) f ymyndz = f Vml(yn)dx -f l(ym)yndx = [Vr V. 一 Vm Un]o; 
0 0 


b 
而 ya(z),yn(z) 满足 边 条 件 (7.4.2) 和 (7.4.3), 所 以 Qu, — Am) f yyndz = 0, 又 


b 
Am An, 故 f yyndr = 0. 
0 
当 边 条 件 (7.4.3) 用 
y(b) = 0 


代替 , 即 6; = oo 时 , 边 值 问题 (7.4.1) (7.4.3) 的 特征 值 满足 


u4(0,s) — 0u,(0,s) ws(0,s) — Ou2(0, s) _0 
ui(b, s) ua(b, s) j 
对 应 于 特征 值 = s? 的 特征 函数 具有 如 下 形式 : 
y(z, s) = (m.s) — ae i ylz, s). (7.4.6) 


7.4.2 ” 边 值 问题 特征 值 的 渐 近 表示 


首先 考虑 当 固定 , 而 s — oo 时 , 边 值 问题 的 特征 值 的 渐 近 表示 . 

引 理 7.4.1 ” 设 边 值 问题 (7.4.1)~(7.4.3) 的 特征 值 = s2, 则 当 s 00 时 , 3€ 
于 (0<8< oo) 一 致 满足 渐 近 表示 
s= — +70 (i) ， n=0,+1,+2,---. 


WEB) ”根据 定理 72.1 和 定理 7.2.12 得 , 24 Ss 2 0 H s> oo 时 ， 


yi(z, 8) = ei** h +0 (3) ， Vir, 8) = ise? | +0 (3) ， 


ylz, s) = e 197 f +0 9) ， ylz, s) = —ise is® | +0 G) ; 


KF b (0 <b < oo) 一 致 成 立 . 由 此 得 , 当 Ss > 0 E s> oo 时 
yi (0, s) — 0y1(0, s) = is el 


3 
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y2(0, s) — 0ya(0, s) = 一 is | +0 (3) ; 
yi (b, 8) — 611 (b, s) = ise? | +0 G) ; 
y9(b, s) — 01yo(b, s) = —ise ie | +0 G) ; 


RF b(0«b«oo) 一 致 成 立 . EM (7.4.4) FẸ ui = yr, uz = y2, 则 入 是 边 值 问题 
的 特征 值 的 充分 必要 条 件 是 和 = 5? 满足 式 (7.4.4), BH 


s2e is^ h +O G) — n | +0 (3)] — 0, 
S 3 
es -140 (i) ; 
$ 


KF b (0«b«oo) 一 致 成 立 . 从 而 ， 


所 以 ， 


1 
2isb = 2xni + In ji+0(5)| -2mi+0 (3), n =0,+1,+2,---, 


SU .lg(l) n=0,41,42,--. D 
b b 8 


推论 7.4.2 ”对 于 任意 正 数 6 和 bo, 存在 R > 0, ERE b> bo, 则 边 值 问题 
(7.4.1). (7.4.3) 不 存在 特征 值 = s? 满足 Ss 6 H |s] > R. 


证 明 ”由 以 上 结论 可 知 Ss = : S0 G) 对 b> bo, 有 Ss < 2 Iso (+) 
0 


o G) 所 以 , 存在 充分 大 的 R, 当 |s| > R, b> bo 时 , WAT [Ss] <5. HOHE D> bo, 
不 存在 特征 值 — s? ER |s| > R B. Ss > 6. 口 
推论 7.43 对 。>0, 设 n ^ e*|p(z)ldz < oo, 则 存在 N (不 依赖 于 5 > bo), 
使 得 对 满足 条 件 || > N 的 每 个 整数 n, 都 存在 一 个 对 应 的 特征 值 An = s2， 
sn = > + 50 (=) 
然后 , 再 研究 — +00 时 , 边 值 问题 的 特征 值 的 渐 近 表示 . 
定理 7.4.4 ”固定 & > 0, 使 ] snas < oo, 国定 e; > 0, 则 当 b — +00 


7.4 正则 边 值 问题 - 261 - 


时 , 边 值 问题 (7.4.1) (7.4.3) 满足 条 件 : 
(1) 0, 有 限时 , 入 = s?, Gs >e, |s —i0,| > €1, 
(2)0; = œ 时 , A=s?, Ss >e 
的 特征 值 的 极限 是 算 子 Lo 的 特征 值 . 
证 明 ”根据 定理 7.2.0 和 定理 7.2.7 知 , 24 b +00 时 ， 
yi(b s) =e'[1+0(1)], yi(b s) = ellis + o(1)], 
yo(b, s) = e {1 + 0(1)], y3(b, 8) = eis + o(1)], 
关于 s (Ss pe) 一 致 成 立 . 
对 于 s, 4 Ss =r 2e}, ji] =e < e7 — 0, b> +00. 从 而 


yi lb, s) — 8y (b, s) = o(1), b +00. 


车 0, AR, 则 
y2(b, s) — O142(b, s) = e *(—is — 61 + o(1)). 


在 式 (7.4.4) 中 ， 令 Ul = y1, U2 = Y2, 便 得 
W(s) = [yi(0, s) — 6:(0, s)]e (~is — 61 + o(1)) + o(1) [y (0, s) ~ Ay2(0, s)] = 0. 


根据 推论 7.42, 对 于 充分 大 的 6, 24 Ss > s 时 , 边 值 问题 (7.4.1)~(7.4.3) 对 应 
的 特征 值 形 成 一 个 有 界 集 ， 所 以 , v4(0,5) — 9y2(0, s) 在 这 个 有 界 集 上 有 界 ， 再 由 
je-isb| 一 0 (b — +00) 可 知 


y1(0, 5) — by1(0, s) = n = o(1) (7.4.7) 


AT s (Ss >e) 一 致 成 立 , HH, n= e**(-is + 6, + o(1))-40(1) — 0 (b — +00). 
Ti 01 = oo, 显然 式 (7.4.7) 关于 s (Ss > e) 也 一 致 成 立 . 
设 so 是 方程 


yi(0, s) — by1(0, s) = 0, (7.4.8) 


满足 条 件 (1) 或 条 件 (2) 的 根 . 取 一 条 包含 so 的 封闭 曲线 D, HEP WAS S > 0 
充分 小 , HAT 包含 在 Ss > e 的 半 平 面 内 , D 内 不 包含 方程 (7.4.8) 的 其 他 零点 . 
ya min |y; (0, s) — 6y1(0, s)|, 则 对 充分 大 的 b, 有 In| <p. 由 Rouché 定 理 知 
方程 (7.4.7) YE T. ARA m 个 根 , 其 中 m 是 方程 (7.4.8) 的 根 so 的 重 数 . 
由 9 的 任意 性 , 当 b 一 oo 时 , 这 些 根 均 收 敛 于 so 故 通 过 方程 (7.4.8) 的 根 可 
以 确定 方程 (7.4.7) 的 根 的 个 数 和 存在 范围 , 结论 得 证 . 口 
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根据 定理 7.4.4 和 推论 7.4.2 可 知 Lo 的 特征 值 不 会 收敛 到 正 半 实 轴 上 . 下 面 考 
虑 可 以 收敛 到 正 半 实 轴 上 的 边界 问题 . 如 果 边 值 问题 (7.4.1) (7.4.3) 中 的 系数 p(z), 
0, 和 0, 满足 如 下 基本 假设 : 


(1) 对 e> 00, f e** p(z)|dz < oo; 
0 


(2) 24 s > 0 时 , 函数 A(s) = (0,5) — 0y (0, 5) 和 A(s) = y4(0, s) — 6ys(0, s) 
均 不 为 零 ; 

(3) 91 = oo MA RO, £0. 

令 


y1(0,s) — 6y1(0, s) is 4-01 、 
A 0 本 
y4(0, s) — 0y3(0,5) is— 6,’ 230, 有 限时 ， 


/ 
9 (0, s) — bi (0， s) 当 
一 一 一 一 一 一 一， b = oo 时 ， 
ys(0, 8) = 0y (0, 8) ! 


则 w(s) Æ 0< s<% bJéXxESER] RASA T 58. 


对 充分 小 的 61, 车 [Ss] < ei < 25 Rs > 0, 则 根据 定理 7.2.10 和 定理 7.2.12, 
当 s 一 oo 时， 


t(s) = 


1 

is }1+0{ - . 
TUO es —i 当 有 限时 ， 
—is |1 十 一 
is fı +0 日 ] 
NT -bh 当 01 = oo 时， 
—is h +0 G) 
所 以 , 对 充分 大 的 R, 函数 (s) ERM |S s| < e, Rs > R 内 连续 且 不 等 于 零 . 另 
外 , 函数 yi (0, 5) — 0y1(0, s), y4(0, 8) 一 8ys(0, s), is + 01, is — € Æ |Ss| Ce, EXE 
&, HE 0 < s < oo 上 不 等 于 零 . 故 对 于 充分 小 的 st, 亚 (s) 在 区 域 0 < Rs < R, 
ISs| < sl 内 不 为 零 

在 上 述 基础 上 , 在 带 形 区 域 [Ss] < a1, Rs > 0 内 定义 连续 函数 w(s) = In Vs), 
显然, v(e) 在 此 带 形 区 域内 是 有 界 的 解析 函数 , 且 当 0, 有 限时 ，lim w(s) = 0; 当 
6, — oo 时 ， Jim o(s) = ni. 

定理 7.4.5 “车 边 值 问题 (7.4.1) (7.4.3) 满足 上 述 基 本 假设 (1)~ 假设 (3), 则 
对 任意 大 的 N > 0, 在 区 域 Qn = { 和 =s2eC | [S s| < ae1, 0 < Rs < N} A, We 
问题 的 特征 值 有 如 下 渐 近 表示 : 


U(s) = 


7.4 正则 边 值 问题 . 263 - 


nx 1 nx 1 
= — + —w | — - — . 7.4.9 
s te E) +0(5). b 一 +00 ( ) 
对 于 充分 大 的 b, EKR Q = {A = 2 | |Ss| < c1, e2 < Rs < N-e, € > 
nx 1 


0, es > 0) 内 的 每 一 点 on = "+ zc (A), 恰好 对 应 着 边 值 问题 (7.4.1)~(7.4.3) 


在 区 域 Qu. 的 一 个 特征 值 和 ,, = 52 满足 渐 近 表示 (7.4.9). 
WEBB ”利用 定理 7.2.6 和 定理 7.2.8 中 关于 yi (m, s) 和 ys(z, s) 的 渐 近 估计 知 ， 
256, HER, b 一 +00 时 ， 


yi (b, s) — 611 (b, s) = ei*h(is — 61 + o(1)], 
ys(b, s) — O1y3(b, s) = e^ [—is — 61 + o(1)] 
RF s H [Ss] < e1 < ze 一 致 成 立 . 在 式 (7.4.4) 中, 4 ui = yn ua = ys, WA 
W (8) = [vi (0, s) — Ayr (0, 8)]Je7!#(—is — 6 + o(1)) 
—[y3(0, s) — 6ya(0, s)]e**(is — 61 + o(1)) = 0 
对 和 = 在 |Ss| < el < Se 内 成 立 . 由 此 得 


2isb _ _Y1(0, 85) — Oy1(0,s) is +61 + o(1) 


e ”一 一 一 一 一- 
y3(0, s) = 6ys(0, s) is — 8i 十 o(1) 


由 于 0, TERME (RO: 4 0), 所 以 ,对 充分 小 的 es, BE A Lo 
[Ss| < ex 内 是 有 界 的 . 从 而 


e2isb 二 _y1(0, 5) m 831(0, s) . is + 04 
ys (0, s) = 0y3(0, s) is — 01 

同 理 可 以 导出 , 当 b = oo 时 , et = W(s)[1 + o(1)]. 
由 于 In[1 + o(1)] = o(1), 所 以 2isb = In V(s) + 2nzi + o(1), MA 


[1 + o(1)] = *(s)[1 + o(1)], 


nx 1 1 
s= p + ai (9 十 zh) 


又 因为 (9) 关于 s= 2 40 G) 是 有 界 的 , 在 Qu 上 一 致 连续 , H 5 o oo 时 


w(s) = w (至 +o (3)) = w (E) +00), 
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nx 1 nx 1 


BE annon 包含 在 矩形 区 域 Q' 内 , 由 定义 可 知 
«(E -»(eX 

2ib i 
由 于 w(s) 在 Qu 内 一 致 连续 , PILL, o (22) -w (=) = o(1) — 0 (b — oo), 
因此 ， 


T 
An — An—1 = y t 


1 
an 一 An-1 = T T 70(1) b—> œ. 


b b 
选取 bo, 124924 b > bo HY, Jo(1)| < > 则 


A 
lan — an-ı] > 2p 


对 an € Q', 选取 以 w 为 圆心 , 半径 为 + 二 AG < z) 的 圆 T。 且 使 这 些 r, 互 不 
相交 .由 于 对 充分 大 bo, 2 b > bo 时 , 有 7 <er <er <e 故 所 有 圆 r, HA 


BE On A. 
适当 选取 充分 大 的 bo, 使 得 当 b > bo 时 , 式 (7.4.9) 中 lo G) <5, Wl s— an = 
Lan). Z£ TnL, |s—on| == ; B ^) « 5 


根据 Rouché 定 理 , 在 D, A, 方程 s— ay = zo) 5 s-an —0 都 只 有 一 个 根 . 
结论 得 证 . 口 


7.4.3 “正则 边 值 问题 的 特征 函数 的 渐 近 表示 
假设 p(x) 在 [0,00) 上 可 积 , 即 n ”plzjldz < oo. 根据 7.4.1 小 节 的 讨论 , HB 


y(z,s) 是 方程 (7.4.1) 满足 边 条 件 (7.4.2) 和 (7.4.3) 的 一 个 解 , 则 按照 0, 的 有 限 和 
无 限 分 别 对 应 式 (7.4.5) 和 式 (7.4.6). 设 特征 值 An = s2 对 应 的 特征 函数 为 y(z, sp). 

定理 7.4.6 H A= sf (Ss > 0) BAF Lo 的 一 个 特征 值 , Ab) = s?(b) 是 
边 值 问题 (7.4.1)~(7.4.3) 的 一 个 特征 值 ,使 得 当 — +00 WY, s(b) > s0， 则 对 于 
s = s(b), 


(1) 2:0, AR (61 Æ —iso), 则 当 b — +00 时 ， 


74 ”正则 边 值 问题 : 265 . 
_, Tis — 6 
ules) = wales) + yala, jet [R= + ofa) 
(2) Æ 64 = oo, Jil] b 一 +00 时， 
y(z, s) = (7, s) — yo(zx, s)e?*^[1 + o(1)]. 
证 明 ”根据 定理 72.6 和 定理 7.2.7 的 估计 , 234 01 AR, b — too HT, 
yi (b, s) — biyi (b, s) u ellis — 01 + o(1) . 
(Db, s) — Oryo(b,s) ^ e-isb[-is — 61 + o(1)]’ 
24 01 = oo, b — +00 时 ， 


yi(b,s) | e2isb o 
wb s) = [1 + o(1)]. 


Ë 6 z oo, 且 0 4 —iso 的 情形 下 , 34 b — +00 It, —is— 0; — —isg — 6, #0, 所 以 ， 
对 充分 大 的 b, eiis ~ 0; + o(1)] #0, WH | -is -40| 是 有 界 的 , 于 是 

yi (b, s) T 6141 (b, s) _ —e2isb is— 0, o 

yb, 8) —Guya(b,s) ™ lica + 2 
因此 , 边 值 问题 的 解 


_ . yilb, s) — A141 (b, s) 
v(z, s) — yir, s) y^(b, s) M 6, y2(b, sj 8), 


=i (z, 8) + e?is? E + o(t) yo(a, s). 
0; = oo 情形 下 ,5 一 +00 时 y(x, s) 的 渐 近 估计 式 类 似 可 得 . 口 
引 理 7.4.7 ”在 定理 7.4.6 的 基本 假设 下 , 对 于 s= s(b), 当 +00 BT, 
y(x, 8) = yı (z, so) + 0(1), 

RF z £0 <z <c (e< co) 上 一 致 成 立 . 

HERA — BE U (so) 是 so 的 一 个 闵 的 小 邻 域 , (s0) 内 没有 Lo 的 其 他 的 特征 值 , 对 
于 充分 大 的 5,s = s(b) € U(so). 而 yz(z,5) KF (2, s) TERR ((,5) |O< <c 5 € 
U (s0)) 上 连续 , 所 以 , yo (m, s) 在 该 区 域 上 有 界 . 24 S so > 0 时 , s(b) — so (b 一 +00), 
故 


e? — o(1), b 一 +00. 
另外 , ylz, s) ERR {(z,s)}O<a<c, s€U(so)} 上 一 致 连续 , H 
Wi(zZ,s) = (x, 89) + o(1), b +00. (7.4.10) 


综 上 可 得 , 25 b 5 +00 Bj, y(x, s) = (zx, 89) + o(1). 口 
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定理 7.4.8 ”在 定理 7.4.6 的 基本 假设 下 , 对 s = s(b), 26 b +00 BT, 
f Ha. s)dz = f 7 (æ, s)dx + o(1). 
0 0 
证 明 ”首先 证 明 当 6b — +00 Bj, 
b 
f [yz s) — vı (z, 8)[2da = o(1). 


根据 定理 7.2.7 的 估计 可 知 , 34 z 一 +00 时 , yale, s) = e "(1 + o(1)]. 选取 
so 的 邻 域 (so), 使 得 U(so) 包含 在 半 平 面 3s > e > 0 P, 则 对 于 充分 大 的 b, 有 
Ss(b) 2 e. $ s= ó-rir, Mj 0, 有限 时， 


n "lu(z, 5) (a, s) hd = n j 


b 
-em | e277 
0 


is — 601 ^an 


is +01 


十 o(t) 


eisbyo (a, s) | 


is — 64 
is 3 6 


2 
t oj dz， 


所 以 ， 
b 2Tb —2Tb —2eb 
2 1—47be 1 e e 
一 dz < ——— «C «c . 
n ly(z, s) — yı (z, s)|^dz < C'e 27 27 2c 


同样 , 34 6, = oo 时 , 上 式 也 成 立 . 
根据 引 理 7.4.7 的 证 明 可 知 , 对 于 s = s(b), 当 一 +00 时 , 对 固定 的 c 0, 


| ine Gela = ol1), (74.11) 
又 由 于 (r,s) = [L+ 0(1)] (z > +00), 所 以 , 可 选 充分 大 的 c, 使 得 对 所 有 
s € U(so), b > c, 都 有 [ mes ots < e. 特别 地 ， [ ly (z, 80)[*da < e. 再 由 
XX (7.4.11), 可 选取 充分 大 的 o, 使 得 


[ ime 9 mos sas ca 
根据 上 述 估计 及 式 (7.4.11), 对 于 s = s(b), 24 b — +00 时 ， 

[ lyi(x, s) — yı (a, 89)|?da = o(1). (7.4.12) 
综合 式 (7.4.11) 和 式 (7.4.12) 便 得 , 对 s = s(b), 34 b 一 +00 时 ， 


n ly(z, s) — y1(x, so)|?dx = o(1). 
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利用 上 面 估计 , 对 s = s(b), 23 b — +00 时 ， 


2 b b 
< f luz 80) ^de lu(s, 8) n (v, so) ^ dz 
0 0 
—o(1), 


< f lu(z, s) — un (z, s) "dz = o(1), 


b 
| n vi (zs 80)[y(@, s) t (v, so)]dz 


b 
| [ 6.9 ns Pas 
所 以 , 24 一 +00 RT, 
b b 
f y^ (x, s)dz -f y? (x, so)dz 
b b 
-f [u(z, s) — yı (z, so)]?dz + 2f yi (z, so) [y(z, s) — yı (z, so)]dz = o(1), 
0 0 


由 于 b +00 时 ， "n y? (z, so)dz = o(1), 所 以 ， 
b 


b b oo 
f y^ (z, s)dz = f y? (z, so)dz + o(1) = f y?(z, 89)dx + o(1). 口 
0 0 0 


当 基 本 条 件 (1) 和 条 件 (2) 满足 时 , 利用 yi(z,s) 与 %(z,s) 构造 边 值 问题 
(7.4.1). (7.4.3) 的 解 


glz, s) 一 [ys (0, s) = y3 (0, s)] uz, s) m [y (0, s) m Oy, (0, s)| ys(z, 8), 
引入 函数 
A(s) = (0,5) — by1(0,s), A(s) = y3(0, s) — 6ys(0, s). 


定理 7.4.9 WA = 3? = (b) 是 边 值 问题 (7.4.1)~(7.4.3) 35 0, = oo 时 的 特 
征 值 , 使 得 当 b 一 +00 时 , S5 0, M24 b — +00 HT, 


> / ‘(2,5)ds = -24()À(S) + ol1) (7.4.13) 


关于 5 在 矩形 区 域 DEDI ISsl«a < 5, o<a<Ri<p) 内 一 致 成 立 . 


证 明 ”由 上 述 定义 gle, s) = A(s)yt (a, 8) — A(s)ys(a, 8), 及 页 (zs) 5 y3(z, 8) 
的 渐 近 估计 可 知 , 当 x +00 时， 


G(x, s) = A(s)e*"[1 + o(1)] — A(s)e "**[1 + o(1)], 


关于 s ERR |G] <c < xe 内 一 致 成 立 , 于 是 
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1 fÈ - 1 fÈ 2 1 fÈ os 
n n j^ (x, 8)da = A?(3) G n eda f olda) 
—2À()A(8) E f "dra ; n Í jas] 
+A?(3) G f ‘eae + 1 f eoo). (7.4.14) 
BR, 24 b 一 oo 时 ， ; [ «22 = of. 当 了 = 二 835>0 时 ， 


b b 
Ji er o(1)dz| < ;/ lo(1)|dz = o(1). 
0, 


m47=938< 


1 /f° zs Lf? car nl 
J e2iizoll)dz| < JI eelolar < oe f lo(1)]da. 
b 0 b 0 b 0 


又 由 于 “一 +00 Ns =F + apo) o(5) o 95 o (1). 0-2 


这 样 e-27^ = o(1). 因此 当 b > +00 时 ， 
; [roves 一 o(1). 
Ü 


2 b 5 +00 时 ， 


S e782 6(1)dx = if ea -376(1)dz — o(1). 
由 A(s) 和 A(s) 的 定义 可 知 , A(3) 与 A(8) ERR {3 6 C Jo « 88 « B, |S8| < 
e) 内 有 界 . 把 上 面 的 估计 代入 式 (7.4.14), 24 b 5 +00 时 ， 


1 > , . won €i —1 apn en 1 LLL 
^ n j^ (x, dz = À*() ——— + A*(8) 5 —-2À()A(G) + o(1). (7.4.15) 
下 面 证 明 满 足 上 述 条 件 的 5, 当 b +00 时 ， 
e2isb _ 1 
2isb 
由 于 3 是 边 值 问题 (7.4.1) (7.4.3) 24 01 = oo 时 的 特征 值 , 所 以 
G(b, 8) = A(8)yi (b, 8) — A(S)ya (b, 3) = 0. 


利用 yi (x, s) 和 ys(z, s) 在 定理 7.2.3 和 定理 7.2.5 中 的 表示 形式 可 得 


= o(1). 
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A(8)e*3 2(b, $) — A(S)e 1 w(b, 8) = 0, 


e215 一 A(S)w(b, 8) 
A(3)z(b, 8) ' 


e2ibā _ 1 _ 1 A(8)o(b, 8) — A(8)2(5, 8) 
8 F A(8)z(5, 8) 
A) — ^) (6. 8) — Aa) 
i A(3)r[1 + o(1)] 
由 推论 7.2.16 和 推论 7.2.17 "pn, 在 带 形 区 域 |Sil < sl < 5 Pi, Sb > bo 时 ， 


w(b, 8) - z(b, 8) 


wbs) — 2055) 是 有 界 的 , 而 A(0) = A(0) = (0) — fy. (0). 所 以 ,在 此 带 形 区 域内 


8 


4010) 也 是 有 界 的 .由 此 得 出 , 当 5 > to M, 在 上 述 带 形 区 域内 有 
5. 故 当 b — +00 Ry, 


e2isb 一 1 e2isb 一 1 1 
— > 一 一 一 一 一 一 一 一 1 
215b 2b 一 (s) (1), 


RAK (7.4.15) 即 得 定理 结论 . 口 


7.5 正则 边 值 问题 的 预 解 算 子 
7.5.1 ”偶数 阶 微分 算 子 的 预 解 算 子 


本 节 考 虑 2n 阶 微分 算式 
Ly) = C71)" (po(z)y?)09 +--+ (1) (ps x (2) 9)09 
及 边 条 件 
U,(y) 2-0, v=1,2,--- ,2n, (7.5.2) 


所 生成 微分 算 子 7 的 预 解 算 子 , 其 中 , pole), pi (z),… ,pn(z) 是 定义 在 [a,b] LRR 
3, m pia), ---, pala) 在 [a,b] 上 是 可 测 函 数 , 并 且 在 [a,b] 上 可 积 . 用 yi) 


表示 y(x) BY k 阶 拟 导数 : 


yl (a) = y(9 (a), k—1,2, in—t; 
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y (z) = po(x)y™ (a); 
y" (x) = p (z)y(^79 (x) — (y 9 (x), k=1,2,...,n. 


U,(y) Æ y (a), y (a), --- , yP7! (a), y(b), y (5), --- , yPn—1(b) 的 线性 组 合 . 算 子 
T 定义 如 下 : 

Ty —l(y, ye DT,), 

D(T) = {y € D(T) | Uy (y) =0, v= 1,2, 2n). 


下 面 讨 论 算 子 T 的 预 解 算 子 . 若 àE p(T), jt H Yo = Y(T, A) (v =1,2,--- ,2n) 
是 方程 i(y) = Ay 满足 初始 条 件 


. 0, j£v, 
yl- (a, A) = j 7 j, v = 1,2,--- ,2n (7.5.3) 
1, jv, 


的 解 , 则 Vf e L(a, b), 利用 常数 变易 法 求 微 分 方程 1(y) — Ay = f(z) 的 解 


li V W.(£) 
2) = Yit a+ ff FE) (Su ; x) d£, (7.5.4) 


~ n b q Te) 
z)- 1 C, Yol, A) 一 1 v(x, dé, 7.5.5 
y2(x) = Y(T, À) f FE) (du W(£) ( ) 


这 里 Cie, Chm CY,… Co, 为 常数 , 而 W 为 函数 ua Y2 yos 的 Wronski 4T 
列 式 : 


2n—1 2n—1 2n—1 
yp um uus yru 
2n—2 2n—2 2n—2 

s pm mos am] 
yi y2 Yon 


id Wi, Wz,- , Wan 是 第 一 行 对 应 元 素 的 代数 余子 式 . 5X (7.5.4) 与 式 (7.5.5) 和 的 


2n b 
(x) = 5 (nz) + yla) = Y Cu (ns) + [sas — cs 
v—i a 


仍然 是 方程 1(y) — Ay = f 的 解 , 其 中 C, (v = 1,2,--- ,2n) 为 常数 , 而 
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Yn(z, A) ya(z, À) Us yan (z, À) 
|2n-2) [2n—2) [2n-2] 
1 yi (£, A) Yo (E, A) "Ut Yon (E, A) 
g(x, £, à) = BIG ! . ! , (7.5.7) 
yi(£, A) yx(£, A) Ut yan(£, ^) 


这 里 , 当 z > € 时 取 “+” 号 , 当 rz < RR H, 
由 上 面 的 方法 得 到 y(z) 是 方程 ly) - Ay = F(z) 的 解 . 将 ya) 代入 边 条 件 
(7.5.2) 中 得 到 一 个 齐 次 方程 组 


2n b 
M cU. (uj) +f F(E)UL(y) dé =0, v=1,2,--- ,2n, 


j=l 
解 出 C, (v =1,2,--- ,2n), RAK (7.5.6) 就 得 到 边 值 问题 


l(y) — Ay = f(z), 
U,(y) =0, v=1,2,--.,2n 


的 解 
b 
ve) = f Gs,€, at, (7.5.8) 
其 中 ， 
_ (-1)" 
Giz, £, A) A(A) A(x, £, A), 
Ug) Uilye) … Uilyzn) 
AQ) = Van) alya) el aum) 
Uzn (1) Uzs(yo) ::- Uen(yen) 
ui (2, A) yz(z, A) Utt yan(z, A) g(z,€, A) 
H(z,£,3) = Dn) Valya) e Vilvan) Uo) 
Uzn (y1) Uzn(y2) = Uzn (Yn) U2n (9) 
根据 上 面 讨论 立 得 下 述 定理 . 


定理 7.5.1 MIAT T 的 预 解 算 子 (T 一 和 AT)-! 是 一 个 以 Gle, EA) 为 核 的 
积分 算 子 , H 

(1) 核 函 数 G(z, £, A) 对 于 z 和 & 都 在 区 间 (a,b) 上 连续 , 并 且 关 于 z 有 直到 
2n — 2 阶 的 连续 导数 ; 
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(2) 任意 固定 < € (a,b), BRM G(z,é,4) 关于 z 在 区 间 [a, £) 和 (6, ^ 有 
2n — 1 阶 连续 导数 和 2n 阶 导 数 , 而 且 当 x = 6 时 , 2n 一 1 阶 导数 的 跃 度 为 —— ey 


即 
82r- 1 
FE 063) - Bae -0,6,2) = Gl 
(3) 在 区 间 (a, €) 和 (6, b) 内 , 把 函数 Ge, 6, 入) 看 成 z 的 函数 时 , 它 满足 边 值 
问题 


L(G) 
{ U,(G)=0, v=1,2,---,2n; 

(4) G(z, £, 入) 是 参数 和 的 半 纯 函数 , 其 极点 只 可 能 是 T 的 特征 值 . 

TEX (7.5.1) 中 , FRM po(x),p1(7x),… ,pn(z) 是 定义 在 [a,b] 上 的 实 值 函 数 ， 
则 式 (7.5.1) 是 一 个 对 称 微 分 算式 . 如 果 边 条 件 (7.5.2) 满足 定理 3.1.23 的 假设 , 则 
由 式 (7.5.1) 和 式 (7.5.2) 所 生成 的 微分 算 子 工 是 自 伴 微分 算 子 . 

定理 7.5.2 ” 自 伴 微分 算 子 T 的 预 解 算 子 (T-A) 是 一 个 以 G(z, 6,3) 为 
核 的 积分 算 子 , H G(z, £,3) = G(£,2, À). 

WA 设 了 是 自 伴 算 子 , T* = T, 而 入 € p(T), W (T — AD 存在 . 根据 
(T - A* 2 T* - MI =T - AI RIAM, T* — AI thay, H. 


(T-X) = (T* - 3p? = (T - X. 
Vf(x),g(x) € L?(a, b), 由 于 
(T — AD), g) = (f, (T — M729) = (F, (T - XI) 19), 
所 以 ， 
b pb EM b pb — 
f f G(E, z, A) (©) gt) dédz = f f f(a) GE, 1, A) JE) d£dz, 


WA 
G(x,£, à) = G(£,z, A). 口 
ER (7.5.1) P, HRB pols), p(z) ,pn(z) 是 定义 在 [a,b] 上 的 复 值 函数 ， 
则 式 (7.5.1) 是 一 个 本 对 称 微分 算式 . 如 果 边 条 件 (7.5.2) 满足 也 定理 5.3.2 的 假设 ， 
则 由 式 (7.5.1) 和 式 (7.5.2) 所 生成 的 微分 算 子 T Æ 太 自 伴 微分 算 子 . 
定理 7.5.3 ”十 自 伴 微分 算 子 T 的 预 解 算 子 (T — AD)! 是 一 个 以 G(z,é&, 入 ) 
为 核 的 积分 算 子 , 且 


G(x, £, ) = G(E, z, A). 
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证 明 iT E J-HPESET, T* = JT J, W A € p(T), Bl (T — AD) 存在 . 由 
(T - AI* =T* - AI 2 JTJ -N= JTJ ~ AJJ = ITI — JAJ, 


(T* — ADJ(T — A) !J«J(T ~ ADJJ(T — A) J 
=J(T ~ AD(T — M)1J — I. 


J(T — AI) !J(T* - A) = I, 
所 以 T* — Ar thay, A 
(T — AD)7?)* = (T* - A)! = I(T - AI)J. 
TÆ vf(z), g(x) € L(a, b), 
(T — AD)7* f. g) = (F, (T* — A1)71g) = (f, I(T — AD)7!Jg), 
即 有 
b pb EN b pb 一 
| | €» re sacas = J [ 196623 FO atas, 
故 有 
G(z,€, à) = G(£, z, A). 口 


根据 预 解 算 子 积分 核 G(z, E, 和) 的 结构 式 (7.5.8) 可 得 下 面 定理 . 
定理 7.5.4 — 24 a, b 两 个 端点 均 是 正则 点 时 , 正则 微分 算 子 T 的 预 解 算 子 的 


BUNK G(z,£,2) 满足 
b b 
f IG(@, AP dt < o0, f 1G(e,6,r)P ax < oo 


[ [ IG(z, €, d) Pda d£ < oo. 


者 a,b 中 至 少 有 一 个 端点 是 奇异 端点 , 则 式 (7.5.1) 是 一 个 对 称 (或 JE AY 
奇异 微分 算 子 , 它 生成 的 最 小 算 子 T 的 亏 指数 m = defTo, n < m 2n, Ty RAK 
伴 扩张 (J 了 - 自 伴 扩 张 ). 设 其 自 伴 扩张 (本 自 伴 扩 张 ) 算 子 为 T, 则 采用 同样 的 研究 
方法 可 以 得 到 T" 的 预 解 算 子 是 一 个 积分 算 子 , HK G' (x, 6,2) 同样 满足 定理 7.5.1 
中 的 (1)~(4). 且 在 对 称 (大 对 称 ) 情形 下 也 满足 定理 7.5.2( 或 对 应 的 定理 7.5.3). 当 
SEF To 的 亏 指数 为 (2n, 2n) 时 , T" 的 预 解 算 子 是 一 个 积分 算 子 , 其 核 G' (a, €, À) F 
样 满足 定理 7.5.4. 
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7.5.2 ”二 阶 正则 边 值 问题 的 预 解 算 子 


在 本 小 节 中 研究 边 值 问题 
一 多 十 p(z)g = M, - (7.5.9) 
y'(0) — 6y(0) = 0, (7.5.10) 
uH | f v(B - Ay), 67 oo, 
0= Bly) = | "m na (7.5.11) 


所 生成 的 预 解 算 子 Ry. 仍然 假设 p(x) 在 (0,00) 上 可 积 . 

BE ja(z,s),pa(z,s) 是 微分 方程 1(y) = s?y 的 两 个 线性 独立 解 , 对 固定 的 x (0 < 
T< oo), p(z, s), p2(z, s) XT s 在 复 平面 s 的 区 域 D 内 解析 . w(s) 是 关于 paz, 8), 
pa(z, s) 的 Wronski 行列 式 . 

定理 7.5.5. AE 和 不 是 边 值 问题 (7.5.9) (7.5.11) 的 特征 值 , 则 边 值 问题 (7.5.9) 
(7.5.11) 所 生成 的 算 子 L 的 预 解 算 子 Ry = (L- AD)! 是 一 个 以 Gl, EA) 为 核 的 
积分 算 子 , 其 中 
paz, s) polz, s) g(x, €, 8) 

m (0, s)—6ui(0, s) uo (0, s) 一 012(0， 5) g; (0, E, s) 一 09(0， €, s) 


G(z, € A) = ^^ 
B(ui) B(uz) B(g) 


, 


11(0, s) — O11(0,s) | (0, s) — O12(0, s) (7.5.12) 
B(um) B(u2) 


7x) 


1 


[ui (n, s) ux(6, s) ~ paz, s) (£, 8), € <T, 
g(x, £, A) = 
gj) ^ C s) palé, s) — ua(z,s) m (Es), | £z. 


WEB] ”利用 常数 变易 法 或 定理 7.5.1 立 得 上 面 结论 . 口 
推论 7.5.6 G(x,£,4) 也 可 表示 为 如 下 形式 : 当 0 < € < cd, 
G(z,&, A) 
pa (a, s) paz, 8) H(z, s) ua(&, s) 
(0, 8)—Op41(0,8) | u5(0,5)—042(0,5) [n5 (0, s)—Op2(0, s)] 1 (E; 8) 
B(ui) B(uz) B(ui) ux(6, s) 


| cl 
~ w(s)A 


, 


(7.5.13) 


?2430«z«£«bHhj, 
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G(z, €, À) 
pa (2, 8) pa(z, s) Ha(z,s) p (£, 8) 
=A pi (0,s)—8u1 (0,8) 45(0,8)—Op12(0, 8) [u4(0, 8) —Oy12(0, s)] wn (£, 8) |- 
B(ui) B(ua) B(mi) Ha(S 5) 


(7.5.14) 


定理 7.5.7. WA — s? (S5 5 0) HE Lo 的 特征 值 , k(z, £A) BRT Lo 的 预 

解 算 子 Ry = (Lo — AD)! BER, 则 对 于 91 = oo BR 01 ARIE is A —61, 24 6 oo 
时 ， 

G(a,€, A) = k(z, €, A) + 0(1), (7.5.15) 


fE 0 < 2,€ <S c (c > 0) 内 一 致 成 立 . 
证 明 — 25 0; "HIR, H. -is A 0, 时 , 在 定理 7.5.5 H, W ji(z,s) = y(r, s), 
pa(x,s) = ya(z, s), 则 有 如 下 估计 : 


B(yi) = yi (b, 8) — 63i (b, s) =e [is — 01 + 0(1)], 
B(y2) = yo(b, s) — O1y2(b, s) = e "P [is — 61 + o(1)]. 
4 Ai(s) = y1 (0, s) — 6yi (0, s), A2(s) = y3(0, s) — Ay2(0, s), 则 由 式 (7.5.12) 得 
A = Ai(s)e "^[-is — 6; + o(1)] — Ao(s)e* fis — 0, --o(1). ^ (7.5.16) 
由 于 5 一 +00 时 , eibs = o(1), 所 以 ， 
A=—Ai(s)e "lis + 6 + o(1)]. (7.5.17) 
4O0<é<a2 «bf, H m = y, eo = yo 及 式 (7.5.17) 和 式 (7.5.14) 可 得 


1 ets 


Gs 6A) = 2is(is +01) Ai(s) [1 + o(1)] 
yi (x, s) ya(z, s) w(x, s) ya(€, s) 
x Ai(s) Aa(s) A2(s) yi (6, 5) 
es [is—01+0(1)] e-**[-is—6;--o(1)| e!*fis—6,+0(1)] yo(E, s) 
(7.5.18) 
1 1 


= Fale a) A {te Anis — 61 + o(1)] ~ (is +01)A2ll + 0(1) 


+e7* A [is — 6; + o(1)]}, (7.5.19) 
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其 中 Ay, Ao, As 是 按照 式 (7.5.18) 中 行列 式 最 后 一 行 展开 的 代数 余子 式 . 在 0 < 
z,£«c.b, 行列 式 Ai, Aa 和 As AFR. MAA b 5 +00 时 , Oles) = o(1) 关于 
z,€£ 一 致 成 立 . 所 以 ， 


Glas 6A) 7 cir (olt + ol) + 0(1)} 


m 元 二 (sj {41(s)y s s)ya(é, 8) — Aale) (æ, s)y (€, 5) + o(1)}, 


A 
vs) 


2is 


G(z,£, à) = gio, sy (£, s) 一 +n (x, s)y2(é, s) + o(1). 
再 根据 (7.3.10) 可 知 
G(x, £, A) = k(x, £, à) + o(1). 


同 理 可 以 证 明 , Æ 0< E< x <b ER (7.5.15) 也 成 立 . 
2360, = oo 时 , 由 于 


Bin) = (55) =e*[1 o()),  B(y2) = y2(b, s) =e [1+o()]， 


所 以 
A = Ai(s)e [1 + o(1)] — Ax(s)e [1 + o(1)] = e A; (s)[1 + o(1)]. 
从 而 
G(z,&,3) = aj Ai + o(1)] + Ag[1 + o(1)] +e?" As[1 + o(1)}}, 
由 此 便 可 得 式 (7.5.15). 口 


7.6 Lo 的 特征 展开 


本 节 研 究 算 子 Ze 的 特征 展开 ( 谱 分 解 ). 当 p(x) 为 实 函 数 时 , Le 的 谱 分 解 由 自 
伴 算 子 的 谱 分 解 定理 得 到 , 而 且 有 相应 的 特征 展开 . 当 p(x) 为 复 函 数 (Sp(z) F 0) 
IN, Lo 的 谱 分 解 较 复杂 . 在 本 节 仍 然 要 求 满足 7.4.2 小 节 中 关于 方程 的 系数 p(z) 和 
9 的 条 件 (1) 和 条 件 (2), 即 

(1) Xf & » 0, f e**|p(z)|dz < oo; 

0 

(2) Zá s > 0 时 , BR A(s) = y1(0,5) — 0y:1(0, 5) 和 A(s) = y4(0, s) — 6ys(0, s) 

均 不 为 零 . 
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7.6.1 曲线 Cn 
用 表示 入 平面 上 的 区 域 


2 
Dı = {A= 2 | s=0 +i, r>a}=fà=é+inecie< T ef}, 
1 


这 里 sl > 0 同 定理 74.5 中 所 定义 . > 
Ds={A=seC|ls=otir, Ir] &e,020]). 


曲线 图 示 见 图 7.6.1. 
1 


BL m, q 是 任意 的 两 个 正 整 数 . 令 Ring = (m " x) Fa, I Rag 90 (mo 


oo). id 入 平面 上 的 曲线 CY | = {A = 8? | s= Rma tir, -exr <e}, AE Cha 
2 

AMY A= E+ in, € = R2,, 一 TRE 由 此 可 知 CH q C Do. 设 Cha 与 Da 的 

边界 交 于 4 和 B, 则 3g1, 使 得 在 Di 内 以 原点 O 为 圆心 , 以 g? + R2, ,为 半径 作 

BM, 与 Dz 的 边界 也 交 于 4 和 B, 所 以 Cha 与 Cha 在 入 平面 上 形成 一 条 封闭 

曲线 . 记 该 曲线 为 Cm, = Chg U C. q ALES 7.6.2. 


7.6.1 


7.6.2 f£ Cm, 上 边 值 问题 的 预 解 算 子 
考虑 如 下 问题 
—y" + p(z)y = Ay, (7.6.1) 
y’ (0) — 6y(0) = 0, (7.6.2) 
y'(b) — 6y(b) = 0, (7.6.3) 
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其 中 , p(x) 是 在 (0,00) 上 满足 条 件 (1) RAF (2) 的 复 函 数 , 5 = gym, m,g 为 正 整 
数 ,9 和 0, 是 复数 . 当 91 = oo 时 , 条 件 (7.6.3) 等 价 于 y(b) = 0. 

引 理 7.6.1 存在 常数 bo,mo,c, 使 得 对 m > mo, 34 b = qm 2 bo = qvVmo 
时 , 在 0%。 上 边 值 问题 (7.6.1)~(7.6.3) 的 预 解 算 子 的 核 G(x,é, A) 满足 


G(2,€,) < —— (7.6.4) 


vl 


对 所 有 的 z, 在 正方 形 区 域 0 < &,z <b 内 成 立 . 
证 明 ”考虑 061 A oo 情形 , 在 定理 7.5.5 PR u — yi, ua = yo, E yi, yo 的 浙 
近 表 示 可 得 当 s oo B, 


eO be) 
be omn bet 
tbe GI b Q9) 


24 Ss > cl b> bo, H s — oo IN, es = o(1) RF b BURY. 所 以 ， 


A- 


G(z,6,A) 
e711 +0(1)] e— 8711 +0(1)] eislz-&l[1-- 0(1)] 
=- z456 [1-+o(1)] is[1+0(1)] —is[1--o(1)] —ise!®§ (1+ 0(1)] 


ise*[1+0(1)] —ise-?^[I--o(1)| ise(*-95[1.-ro(1)] 


eisz[1 + o(1)] ei**-9[-o(1) es-s[1 + o(1)] 


—-x.| 1*9) —eibs[1 + 0(1)] —e7 #8611 + o(1)] |, 
e511 + o(1)] —[1 + o(1)] eis(b-é) [1 + o(1)] 
上 面 行列 式 中 的 所 有 元 素 在 0 < &,x <b (b> bo), Ss > el LAF, M 
C [6 
G(z,£, A) < Js] 一 VI 


即 证 明了 AE C%。 上 时 不 等 式 (7.6.4) RY. 
在 C% E, in ys = 9s, 4 [Ss] < £1, 5 oo 时， 


A sae its {em | +o (3) 一 1 十 o G) . (7.6.5) 
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4M Chg 对 应 着 +>0 和 7 < 0 的 两 段 弧 为 CL. 和 CL. - 
在 弧 Cha 上 , 由 于 r>0, A 


"m "PT j)\ x |. 
2ibs = 2ib(Rmq + ic) = 2ig Vm [C 4 x) Jm 十 | 


= (2mq + 1)ni — 2rq/m, 


所 以 ， 
e2ibs = —e ?ravm 
TÉ 
sem penne ]-o« 
s 8 
= decis i +e7274vV™ 4 5 (3) . 
从 而 ， 
G(x, £, A) 
e=[1+0(1)] e*C-9[-o(1) e*C-9fn-o(1)] 
= i. —— 1+0(1) —es[1--o(1) ^ se-i**[14-o(1)) 
2is 1+e mnto (2!) | 
sj | eeell+og] -+o ei) [1+ o(1)] 


对 于 7r> 0, 40<é2 <b, 上面 行 列 式 中 的 每 一 项 均 有 界 , 而 且 | 十 e-2rqv 而 二 


o HT 也 有 界 , 所 以 在 C2. 上 有 GS) < E 


|s| 
在 Cha £7 <0, 只 需 变换 ja = ys, p — i 同样 可 得 到 


1 1 
G n — 
(2,8,4) =- ziz 1 
1-4 e-?ravm 4 o | — 
E 


e811 4+ 0(1)] e-i*-79[-o(1] e-€-2»[ + o(1)] 


—[1 + o(1)j e 5/1 + o(1)] e #8511 + o(1)] 
—e-ibs[] + o(1)] 1+ o(1) —e-is(6-O[1 + o(1)] 
从 而 证 明了 关于 Glz, 6, 4) 的 不 等 式 (7.6.4) dE Cha 上 也 成 立 . 
对 0, = oo 的 情形 类 似 可 证 . o 


7.6.3 Lo 的 预 解 算 子 核 的 积分 表示 
设 à 一 si, Àa 一 52， tt Ar = s2 是 Lo 的 特征 值 ， mz) ya(Z) -> yre(x) 
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是 对 应 的 特征 函数 . 假设 81, s2,… ,sr WE yi(0,s) 一 0y1(0,s) 的 简单 零点 , 即 设 
Ai 22, 7 An 都 是 单 重 特征 值 . 
定理 7.6.2 W K(x,£,) 是 Lo 的 预 解 算 子 的 核 , 则 对 YA € o(Lo), 


K(a,€,d) = >) ww eee Tarte yd (7.6.6) 
2 (AeA) | Rae ah (s? - A)A(s)A 


并 且 式 (7.6.6) 中 的 积分 在 0 < z,£ < co 上 一 致 收敛 . 其 中 


4(5) 一 Vi (0, s) m 61i (0, 8); A(s) 一 y3(0, s) 一 8ya(0, 8), 

~_ A — yı (b, s) 7 01yi (b, 8) 

y= A(s)yı (z, s) — A(s)y3(z,8), y =y (z, 8s) + y2(z, S) (b. 8) Oiya(b, 8)" 

WEB] ”首先 证 明 式 (7.6.6) 关于 z,é (0 z,£ < oo) 一 致 收敛 . 

根据 定理 7.2.6 和 定理 7.2.8 以 及 定理 7.2.13 和 定理 7.2.15 的 估计 可 知 , 对 
s > 0, 25 s 充分 大 时 , 函数 Egles) 在 0<z < co 上 一 致 有 界 , 函数 ~A(s)A(s) 是 
下 有 界 的 . 所 以 , 对 固定 A (SA 2:0) 和 充分 大 的 s > 0， 

css | c 
-DAAG ^ P CeT 

故 式 (7.6.6) 中 的 积分 关于 2, € (0 < z,£ < oo) 一 致 收敛 . 

其 次 证 明 等 式 (7.6.6) 成 立 . 

考虑 b = qm, ro € p(Lo), 01 = oo 情形 . 当 m 充分 大 时 , Ao 也 不 是 边 值 
问题 (7.6.1)~(7.6.3) 的 特征 值 , 根据 定理 7.4.4 可 知 , 在 区 域 D 内 存在 边 值 问题 
(7.6.1)~(7.6.3) 的 预 解 算 子 的 r 个 单 重 极点 AD, AQ. o, AD. ER b 5 oo 时 ， 
X9 一 XL (E 1,2, ,7). 取 充分 大 的 m 和 任意 的 q, 使 得 Ao, A, AQ, LLL, AO 
均 包 含 在 曲线 Cn 。 ^ 


G(z,& À) 
考虑 积分 Ima = mij. X= do dA. 由 引 理 7.6.1 可 知 
1 
Umal < " TAA oe moo 


所 以 , 34 m 一 oo 时 , Ima > 0 且 关 于 qg Auke. 从 而 对 vo > 0, 存在 充分 大 的 
m, 使 得 对 所 有 正 整 数 a, 
\Im,q| < ô. 


由 于 SESS 在 Ong WIRA AAP, AP, AP 及 和 = 2 (n= 
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DEED MC 


Fl Rin < Rma 的 最 小 整数 和 最 大 整数 SEEN 在 和 点 处 的 留 数 为 Gz £, A0); 


在 其 他 点 的 留 数 分 别 为 
ar 


b 
(2 — ro) f y?(z,s®)dz 
0 
(x, Sn )Y(E, Fn) 


b 
(s2 — X) f g^ (x, 8,)dx 
0 


ules) = m (es) — PO yala), 


n=v,y+1,--: rb, 


其 中 ， 


gz, s) = [ys(0, s) m 8ya(0, 8)] yi(z, s) ~ (y; (0, 8) m Oy (0, s)] ya(z, s). 


由 留 数 定理 得 


n (b) (b) 
Im,q=G(z,£,d0) - >> y (2, sk AGE s(») 
k=1 (\() -%) f y^ (v, s®)dz 
Jo 


u > GCL, Sn) PE, 84) 
n—v (82 — A r,S4,)dx 
( fs (2, sn)d 
Bp 


b) (b) 
G(x, £, Ao) = Ina + slesh )y(é, se ) 
k=1 (a?) — [v (a, SQ dz 


十 Y g(z, $5) 9(£, Sn) (7.6.8) 
n—v (52 一 vf 5 2(z, sd 
根据 定理 7.5.7 中 的 估计 (7.5.15) ATS, G(s, £, Xo) = K(z,£,A0) +m, 其 中 
m = o(1) (m 一 oo) 关于 gq 一 致 成 立 . 适当 取 充 分 大 的 m, 可 使 得 对 所 有 正 整数 o, 
Iss] <ô B. Im] <. 
再 利用 定理 7.4.7 和 定理 7.4.8 估计 (7.6.8) 右边 第 二 项 , 可 得 
h o ues Esk NS 0 yGusdW sk) 


b + 2 
k=1 a? E x) f vt (z, st (Pag k=1 (Aj 一 f y^ (x, sk )dz 
0 
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TL 


Yk (2) yx (& 


k=1 ( [s ys (x 


其 中 , n = o(1) (m > oo) 关于 g 一 臻 成立 . 适当 取 充 分 大 的 m, 可 使 得 mal < 6, 
Im| <6 H. [n2] < ô. 

再 估计 (7.6.8) 右边 的 第 三 项 . 设 on = RR5% (n = vv +1,… ,1)， 根据 引 理 
744 和 推论 7.4.3 TTAN, 24 b > 00 时 , on — on-1 = zu +0(1)], on = Sn + o(1) 在 
有 限 区 间 Oxo, < R 上 一 致 成 立 , 所 以 , 上 式 对 于 固定 m, 当 q 一 oo 时, 关于 on 
fE0«o, S Rin 上 一 致 成 立 . 

HF y(z, s) 是 关于 s 的 解析 函数 , 所 以 当 q 一 oo 时 , G(x, 8n) = d(z,04) -0(1), 
再 由 定理 7.4.9, 当 q 一 co ff, 

1 1 
1 1 
—— 32x A(&,) Ân) + (1) 


d. On — 90n-1 
=e ARE ee) 


Qm 


1 
b 


(1+ 0(1)) (on — on_1) 


从 而 
G(x, 84) FE, 84) E -1 : g(z,02) FE, on) 
m ~ Aa) [ Pasie owe (On W)A(n)A Ae) mtm 


7) — JE) Fé,0) 
H Flo) = c No) A) A 的 有 界 性 可 知 


sl < e«t) Don = ons) < eo) p + oy = e tony, 


对 于 固定 的 m, 选取 充分 大 的 q, 可 使 得 [n3] < 9. 


JU 
Rm = am, Ring = aym + y g = Rm + 5 xs BH 是 使 得 on < Rin 
的 最 大 整数 n, 则 
lo (noms)... 
an 2 (oz 一 TCF nena) 
OIE GG) Em) o 
2x > (c2 _ do) A(on)A(on) (On 75-1) +M, 
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其 中 ， 
1 > F(T, on)HE, On) 


= do) A(on)A(an) T 


故 Im Se Y (On — 9-1) € € Um 选取 充分 大 q, 可 使 得 [a] < 6. 
n—pg 4-1 


又 因为 当 q> oo 时 , on 一 on_1 = o(1), 所 以 


-1 : MER on)y(é, On) (cn — g. 1) 
2n — (52 — do) A(on) A(on) n7 
_-1 ("^ g(x,s)y(é,s) 
E Í (9 -X)AG)AG) + ™ 
24 q— oo 时 , In| 一 0. 选取 充分 大 的 q, 可 使 得 |ns| < 5 . 所 以 ， 
yr) (£) _ 1 [ff g(s, s)ü(E,s) 
K(z, €, Ao) = > 去 | (s? — NA(s)A(s) ds 


k=1 (Aq 一 ro) 人 yz (x)dzx 
+(Im a — m +e +73 +n +75). 
由 上 面 的 估计 知 , 对 充分 大 的 m 和 a, |Im, a — m +n +n +n + 95| < 66. 故 结论 
得 证 . 口 
7.6.4 Le 的 特征 函数 展开 
用 Ee 表示 满足 下 列 条 件 的 函数 g(xz) 的 全 体 : 
(1) g(x) 在 [0, ce) 上 可 积 , BI g(x) € L![0, 00); 
(2) 在 任何 区 闻 [0, a] 上 , g'(x) 存在 且 绝 对 连续 , 即 g'(z) e AC(0, a] (0a« o0); 
(3) L(y) 在 [0, 00) 上 可 积 , BI L(y) € L'[0, oo); 
(4) g'(0) — 0g(0) = 0. 
引 理 7.6.3 ”对 任意 的 g(x) € Eo, 34 x — oo 时 , A g(x) ^ 0, g'(z) 一 0. 
TEAR — WE A € p(Lo), f(z) = l(g) — Ag, 由 Eo 的 定义 可 知 f(x) 在 [0,00) 上 可 
积 , 从 而 根据 7.3.2 小 节 中 的 讨论 知 


atz) = f ” K(a,€,d)f(€) d£, 
其 中 ， 
VO (0, sy (ss) - Enla suls), E< a, 
(ce 


«e Os, si (£, s)— ae s) (£, 8), £ >T, 


- 284 - 第 7 章 ”二 阶 非 自 伴 微分 算 子 


_ Vy2(0, s) — Oy2(0, s) Y 
而 (s) = v (0,5) — Óyi (0.5) 如 式 (7.3.8) 所 定义 . 
根据 y(x, s) 5 yo(z, s) 的 渐 近 估计 有 
const[e77(7*9 pe77(0-9]  £«z, 
IK (2,6, À)] < 
conste" (**O + e-7E-)],  £ » x, 


其 中 , 7 = Ss > 0. 所 以 , 对 固定 的 A, [K(2,6,2)| & c AF. 由 此 可 知 , 对 任何 可 积 
函数 f(z), 


= 人 K(z, £, A) f(£) d£ € Ee, 


a(x) = S0. (a, s [|^ (én (bs) ds — elas) L Fl€ua(E,s) d 
-去 pos f fm (69) af 
ga) = YO yq, s l FENE, s) ds — zu (2,5) "i FEE, s) dé 


-leo [^ fons) dc 
反复 利用 定理 7.2.6 和 定理 7.2.7 的 估计 结果 , 可 得 
z)| < co -TT ul -TÈ d 一 T2Z z TË d TE 7 tad. 
la(2)| < const fe [stele accen f leer acces [tee ae 


ig'(2)] < const e n |f (Ole déte-™ n |f (E)le"* dE+erz n |/(Sle-7t ag]. 


M y oo Bj, 上 两 式 中 第 一 项 e777 n [Fele- dé > 0. 又 由 于 f(z) 在 [0, o0) 
0 
上 可 积 , 所 以 第 三 项 
e f ^ M(Ole-"* dé < f “(Ol de — 0. 
对 于 第 一 项 因为 
en lere dee f * IF(Ole"t dé e [ "M (Oler dé 


i [places f utor ac o 
0 和 
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所 以 , g(x) 0, g'(x) — 0. 口 
令 
BICDFIGDE 
Koles, A) al (8? — XJAG)AG) 
则 有 下 列 结论 . 
引 理 7.6.4 ”如 果 微 分 算式 (7.6.1) 及 边 条 件 (7.6.2) 满足 7.4 节 中 的 基本 条 件 
(1) 和 条 件 (2), 固定 复数 入 e p(Zo), 则 对 0 < z,€ < oo, 


|Ko(z, £, A)| Soe, 
其 中 , c 不 依赖 于 z AME. 


证 明 ”由 定理 7.6.2 证 明 中 第 一 个 不 等 式 (7.6.7) 可 直接 得 到 . 口 
定理 7.6.5 ”车 定 理 7.6.2 的 条 件 均 满足 , 则 任意 的 g) € Eo 都 能 够 表示 为 


(7) = 5 ys) a, (7.6.9) 
g(x) MP ues "mm d d 


其 中 ,ox = f ^ d) (z)da, a(s) = n g()8(z, s)da. 5X (7.6.9) 中 的 积分 关于 = 


在 区 间 0 < x < oo 上 绝对 且 一 致 收敛. 
证 明 HEE AcE p(Le), BW f(x) = (Le — A1)g, WW 


gl) = f K (z, &,X)/(E) dé 
根据 定理 7.6.2 可 知 


g(a) = ye — L FOGE 
i Oe =A) f stade Jo 


o ges zs 
-去 | FE of- -As A) ds d£, (7.6.10) 


8 8 
f f©y(é) d= J (Le — ADg(£)/ (E) d£ 
0 0 
B 
- f Uly) — rv) F(E) d£ 


B 
= [gyi — 9’velé + f (Lye) — Avr) (E) d£, 
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g'(0) = 6g(0), w&(0) = Aye (0). 
g'(z) ^ 0 (k = 1,2,- ,T), 所 以 ， 


H35 z 一 oo BT, g(x) 
[ 1699 d= -Nf rw 
—(Ak—A)», kK=1,2,---,7, 


(7.6.11) 


因此 , 式 (7.6.10) 中 的 第 一 项 为 
yx (x) yn (€) 
= OwA) [| sei 
再 考察 式 (7.6.10) 中 的 第 二 项 . 由 定理 7.6.2 中 对 式 (7.6.7) 的 估计 及 f(z) 的 
1 f(£) 在 0 < s, < oo 上 绝对 可 积 , 从 而 


, zx 9(0.5)9 (5.5) 
可 积 性 可 知 , 函数 (3-3) AG Aw) 
XX (7.6.10) 中 的 第 二 项 可 交换 积分 次 序 , 于 是 
ge 5)9(6, 8) a. dé 


1 
ax Jo M o ) A(s) Á(s) 
1 
-去 / E or 5 zh je s) F(E) d£ ds. (7.6.12) 


— Ay) (E, s) 


又 因 
"f FEIE, s) dé = [ aw 
= [toy - rate) a ini.) - is 9 
及 g'(0) = 69(0), 8(0) = 6y(0, A), 且 当 z — oo B}, g(x), g(z) 0, 所以， 
)g(£,s) d£ = (s? — A)o(s). (7.6.13) 


[ (6969 a = 6 -» n glé 


0 
把 式 (7.6.11) HK (7.6.13) RAZ (7.6.10) 便 得 式 (7.6.9) 
最 后 证 式 (7.6.9) 中 的 积分 关于 z (0 <z < oo) 是 一 致 收敛 的 
X vr < oo) 上 是 有 界 的 ， 即 


当 s 充分 大 时 ， gl FUCO XT zs 在 (0 


l&(z, s)| € const, 从 而 
/ FOUE, s) ae < const l |f (€)| d£ = const 
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所 以 ,对 充分 大 的 ,|a(s)| < SE. h A(s) 和 A(s) 的 估计 可 知 , =|4(s)| > const, 
~|A(s)| > const. 因此 , 对 充分 大 的 s, 式 (7.6.9) 中 的 积分 值 对 所 有 的 z (0 < 2 < oo) 
都 不 会 超过 077. 所 以 , 该 积分 一 致 收 化 a 

定理 7.6.6 (Parseval 等 式 ) ”车 定理 7.6.2 的 条 件 均 满 足 , 则 对 任意 的 g(z) € 
Ep, 及 [0,oo) 上 的 任意 可 积 函数 h(x), 积分 n 7 g(a) h(z)dz 都 绝对 收敛 , H 


? a(x) h(z)dz = V 0b Pe | Bs) ds, (7.6.14 
|, «ex - Y "mm m] apt C610 
0 


其 中 ， 
Qk -f g(z) yk(zx)dz, Br =| h(x) yx(x)dz, 


a(s) = f ~ g(x) zz sjdz， B(s) = n ^ h(z) G(x, s)dz. 


WAS (7.6.14) 中 右 端的 积分 是 绝对 收敛 的 . 
WEBB R (7.6.14) 右边 第 二 项 积分 的 绝对 收敛 性 由 定理 7.6.5 的 绝对 收敛 性 ， 
及 对 充分 大 的 s 有 


oo 
ze < const J |h(x)|da = const 
0 


便 可 得 . 所 以 ， i ^ g(a) h(z)dz 也 绝对 收敛 式 (7.6.9) 两 边 乘 以 h(z) 并 在 [0, 00) 


上 积分 , 就 得 到 式 (7.6.14). 口 
类 似 定理 7.6.2 可 以 得 到 特征 值 不 是 单 重 特征 值 时 相应 的 特征 展开 , 根据 7.3.2 
小 节 讨论 可 知 Lo 的 预 解 算 子 的 核 K(x, 6,2) (A = s2) 为 


2is (7.6.15) 


ys) 


PO vis s) (65) — Enla, sns), € «a. 
K(2,8,8) = 
ew, s)mlé, 8)— >n (£, s)y2(z, 8), E >T, 


其 中 ， 


$6) = FE, A) vi(0,5) - (0,9, BC 一 站 0 


BW Ao = 83 (Siso > 0) Æ Lo ff] m 3& (代数 重 数 ) 特征 值 , 根据 定理 7.5.5 可 知 ， 
Ao 的 解析 重 数 也 是 m, 即 so 是 K(a, 6,5) 的 m 重 极点 , 也 就 是 4(s) 的 m BEA, 
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因而 Ao 也 是 %(VA) 的 m 重 极点 , 于 是 i 在 Ao 的 邻 域内 可 展开 为 


WV) = ACA tacet" +5 io teotan(A—Ao) +=. (7.6.10) 
又 因为 yi(z, VA) 在 Ao = s3 的 某 一 个 邻 域 内 解析 , 所 以 
wir, VA) = y(x) F(z) A — Ao) +--+ ma (2) — Ao)! + (7.6.17) 


把 式 (7.6.16) 和 式 (7.6.17) 代入 式 (7.6.15) 可 以 得 到 下 述 引 理 . 
引 理 7.6.7 VA € p(Lo), Lo 的 预 解 算 子 (A1 — La)! 的 核 K (a, €, A) YE ào 的 
某 一 邻 域 内 有 Laurent 展 式 


K(z,€, A) -5 EET + e (7.6.18) 


其 中 ， 
aq(z,£) = X seres yj—v(€), wo(x) = y(z). 


=0 
显然 , y(z) = (x,5) BAF Lo 对 应 于 特征 值 xo = si 的 特征 函数 .又 由 于 
l(y1) 一 ^n 一 0, 这 里 y= yi (x, VA), 所 以 ， 
0—1(y1) — Ay = Ky) + (4 — Ao)l(yz) +++ + (A — A9)" H(ygs 1) + 
—Ay — AA — Ao)yi — ACA — Ao)?l(ya) + + A(A — Ag)" yma tee 
即 有 
l(y) m Aoy = 0, 
Lyn) - o9 = y, 
i(y2) — roy2 = yi 


(7.6.19) 


U(Ym—1) — AoYm—1 = Vm-2 
由 于 Ao 是 A(s) 的 m 重 根 , 所 以 ， 
A(VX) = y"(0) + y (0) — Ao) +- + (0 — A9) + 
-9 (y(0) + yi (0)(A — Ao) ++ + ym-a(0)(À — A) ™ 4 ---), 
于 是 
=F (AW), 00 - 60) 


7.6 Lo 的 特征 展开 - 289 ， 


= yo(0) — 6y2(0), 
saa, = YA) — 8v2 (0) 


= yo m (4X). 、 = Yin-1(0) — Oym—1(0). 


由 此 可 知 , y(z), yi (x), vo (m), ^, ye 1 (c) 均 满 足 边 条 件 (7.6.2) 并 且 属 于 L7 (0, o0), 


故 
span(y(z), yı (z), ya(z), Uta Ymn—1(£)} 


是 对 应 于 特征 值 Ao = sp 的 根子 空间 (特征 函数 及 其 相关 函数 ). 
下 面 来 确定 aa(Z) £) 中 的 系数 C1,C2,*** , Cm. VA € P (Le), R = (Lg 一 AIt. 
根据 式 (7.6.19) 可 知 , Ray, 具有 形式 


BA = ay + ouyi cd ok. 
两 边 用 Lo — AI 再 作用 得 到 


Vk 7 a(Ao — A)y + a [(ào — Agi + y] + @al(Ao — A)y2 + y1] 
十 … 十 ak[(Xo — A)yk + yk-1]. 


由 于 y(x), yiz) y2(z),--- yx (o) 线性 无 关 , ATLA, 


af(Xo — A) - a1 — 0, o1(4o — A) oa2 = 0,.…, 


Ok—1(Ao 一 A) +a,=0, 1= Ox (Ao — A). 


从 而 
一 一 1 一 -1 —— = ot wae 
Ok MCA 98-17 Oo — A)? Ok-2 = o — AJ! , 
MIC __ (=) 
a1 = (Ao — A)? a= (Ao — Aye? 
即 有 


(7.6.20) 


Ru = 1 2001 2 01 
AYR = (A — Ag) HY (入 一 Yo) eM X — Ag Ph 


根据 式 (7.6.18) 可 知 
oo m 1 oo 
Ram = [KG Aye) “= o ] oo 0n( dte 


与 式 (7.6.20) 比较 可 得 
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q>k+1, 


0, 


—Yrti-g(Z), q&k- 1 


f ^ ayle, £u (£) dé = | 


il ou = f T p (E) (6) d£, 另外, 根据 式 (7.6.18) 中 o (n, ) 的 表示 可 知 


了 


n S alt Ele de= Y^ cja Y vela) [| oee a 


j=0 v=0 
m-q j 
= > Cj+q Dry (2). 
j=0 v=0 
结合 上 两 式 ， 并 注意 到 y(x), yı (z), yo(zx), UU ,Ym-1(7) 的 线性 独立 性 就 有 
m-q j 0, q>k+1, 
Citq Yuk = 0, q<kt+1, v#Ak+1-gq, 

j=0 v=0 


—1 q<k4+1, v=k+1-gq. 
4 j-v-l, v 4 q — p, M) 


ud 0 k+l 
Cutt Qk = | » PF (7.6.21) 


l= —-1, p=k+1. 


IR u = m, aok = n ~ y(Owe(£) dé = 0 (k < m — 1), cnoom 1 = —1. 则 
41 24 3 . 
O0,m—1 o m— d ` 
n y(£)yum-1(£) d£ 


0, kzm-2, 


WA o44—0 (k«m — 2), 
—1, k=m-2, 


再 取 u — m — 1, Cm-100,k + eol 


H 
cm QLm_2 = —1. (7.6.22) 


比较 式 (7.6.21) 与 式 (7.6.22) 可 得 09,1 = 01,2. 反复 上 述 步骤 就 有 
" = [ww d£—0, ktl<m-1, 
Qk = T yx(£)u(£) d£ = T Yk+1ı(E)yi—1 (E) dE = œk+1,1-1- 


EA (7.6.21) 中 , 依次 令 = 二 m,m 一 1,m 一 2,.… Rk=m-1, @ 
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Cm O0,m—1 = -1 


cm Oi1,m—1 + Cm-1 O0,n-1 = Ü 


Cm O2,m—1 十 cm-l O1,n-1 + Cm—2 G0,m-1 = 0 (7.6.23) 


Cm Am—-1,m—1 + Cm-1 Om-2,m-1 t ^: c €1 Q9, 1 = 0 


由 方程 组 (7.6.23) 便 可 解 得 系数 cr (k = 1,2,---,m). 

定理 7.6.8 EHF (7.6.1) 和 边 条 件 (7.6.2) 中 的 p(x) 及 0 满足 定理 7.6.2 的 基 
本 条 件 , Xi = 53, 9 —53, A 52 (85,0) 是 Lo 的 特征 值 , 即 为 A(s) 的 零点 , 重 
数 分 别 为 mi, ma, +++, mz, 对 应 于 Ar 的 根子 空间 系 为 {yo k(z), yrl) yzl), 
Ym,—1,k(£)} (k — 1,2,--- ,r), WW VA € p(Le), 


Oak (x 1 f? g$(rs)qg(£s 
K(a,€,d) = xx oem / ug ds, (7.6.24) 


mk—q 


其 中 ， ae 人 T ,É)— 2 "sn x(z)y;- v,k(£ ), Cm ki Cmy —i,ki^ 7) Clk (k=1,2,--- , 


v=0 
r) 是 由 方程 组 (1523) 所 确定 . 3X (7.6.24) 右 端 的 积分 关于 r, € ERIR O0 < m, £ < oo 
上 是 一 致 收敛 的 . 
证 明 ”结合 上 面 结论 类 似 定 理 7.6.2 的 证 明 可 得 . 口 


7.7 具有 谱 奇 异 点 的 微分 算 子 
我 们 仍然 在 区 间 [0, co) 上 研究 由 微分 算式 


l(y) = —y” + »(z)y 


和 边 条 件 
y (0) — 69(0) = 0 


在 Hilbert 空间 L?(R*) 上 生成 的 微分 算 子 Lo, 其 中 , p(z) 是 复 值 函数 且 满 足 
[ e*^|Ip(z)|dz < oo. 
0 


BW yi (x, A), ya (2, A), ya(m, A) 是 7.2 节 中 定义 的 L(y) = Ay 的 解 . a(x, s) = ylz, s), 
而 且 


y (z, s) = es -f sae D* oye, s) dt, 
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也 可 以 表示 为 
yi(z, s) = eizs 十 n i K (x, t)e* dt, 
则 
gol < 5 ox ( [^ atm ac) [7 we a 
a 


|K (a, t)| € ce 249), 
定义 7.7.1 解析 函数 JO) 称 为 是 指数 型 的 (exponential type), # VA € C, 
IFA) € c(6)e? ^I, (7.7.1) 


其 中 , 6 是 常数 , cô) 是 依赖 于 6 的 常数 , 使 式 (7.7.1) 成 立 的 最 大 下 界 6 称 为 函数 
FOA) 的 阶 数 (degree). f(A) 称 为 是 阶 数 不 超 过 (或 等 于 ) 6 的 指数 型 解析 函数 . 
所 以 , K(z, 是 阶 数 不 超 过 -的 指数 型 函数 ， 
我 们 仍然 令 
A(s) = (0, s) — 941 (0, s). (7.7.2) 


根据 7.4 节 的 讨论 可 知 , AT Ze 的 谱 是 由 点 谱 (特征 值 )Xi = 52, M = 53, ---, 
A. = s2 和 充满 整个 实 轴 (A > 0) 的 连续 谱 组 成 ，s1,… ,sr TE s 平面 的 上 半 平 面 
(Ss > 0). MR A(s) = 0 在 实 轴 上 有 根 51, 62,---, 5p, 即 A) 20 (6 =1,---,p), 
WW Ay = 6} > 0,--- Ap = 02 >O BF Lo 的 连续 谱 . 

FEM 7.7.2 Tk 4(s) = 0 在 实 轴 上 的 零点 的 平方 为 算 子 Fe 的 谱 奇 异 点 (spec- 
tral singularity), 即 Ay, --- Np 是 Lo 的 谱 奇 异 点 . 
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